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SUR  QUELQUES  IDENTITES  TRIGONOMETRIQUES 

Par  M.  E.-M.  I^ang'ley. 


1.  —  Considérons  un  triangle  ABC;  soit  0  le  milieu  cLe 
l'arc  BG  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle;  pro- 
jetons  0   en  P,  Q   sur  les  côtés  AG,  AB. 

Nous  avons 

AÔP=-PàQ  =  i±-5, 

2  2 

GÔP  =  GÔA  — ÂOP  =  B  -  -(B  +  G)  =  ^  ~  ^. 

2  2 

Les    triangles    rectangles     OPC ,    OQB     sont    égaux,  car 

OP  =j)Q;    de  plus^_^         

PGO  =r  TT  -  OBA  ^  OBQ. 
Ainsi   BQ  —  PG  ;    il  en  résulte 
AI*  -H  AQ  r=  AB  +  AG, 
et  comme   A.V  =  AQ,    on  a 

AP=AQ=^±^; 


puis 


AG  -  GP  ==  AB  +  BQ, 


ou 


GP  ^  BQ  := . 

2 

Les  triangles  rectangles   OPG,  OPA,   donnent  alors 
OP  ^  AP  cotg  AOP  =  -^-^^  colg  ?-^, 

2  2 

OP  =  PG  cofg  GOP  =  ^^^^  cotg  ?-i:^. 
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En  comparant  ces  deux   expressions  de   OP,    nous    avons 
finalement  (*j 

B  -  G 

b    -    C  ^  2 


b  +  c       ,     b  -h  U 
12.- 


2.  —  Traçons  PQ  qui  coupe  BC  en  D  et  la  bissectrice 
AO  en   H.  Prouvons  d'abord  que   D    est  le  milieu  de   BC. 

Le  théorème  de  Méuélaiis.  appliqué  au  triangle  ABC  et  à  la 
transversale   PDQ,    donne 

PC    QA   DB  _ 
PI'Qb'ÏÏC  ~    '■ 

Ur  PC  =  QB,  PA  =z  QA;  donc  OB  =  DC. 

Des  lors,  le  point  D  étant  le  milieu  de  BC,  OD  est  per- 
pendiculaire sur   BC. 

Cela  posé,  on  a 

(1)  OP  =  OC  cos  COP  =  OC  cos  ^  ~  ^ . 

2 

Le  quadrilatère  OCPD  étant  inscriptible;  les  angles  OCD, 
OPD  sont  égaux;  par  suite,  les  triangles  rectangles  OCD, 
OPH  sont  semblables.  D'après  cet(e  remarque,  nous  avons 

b-c    .     A 
APsinPAH  2     ^''^  2 


\-) 

oc 

CD 

CD 

Comp; 

ara  ut 

(1),  (2). 

,  ou 
a 

a 

sin 

B 

2 

C 

b- 

c 

sin 

B 

— 

C 

(*)  Au  sujet  de  celle  formule  voyez  J.  E..  1895,  pp.  15,  64  et  153. 
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RÉSOLUTION  DE  L'EQUATION 

a  siii  X  +  h  cos  x  —c 

(c.OXSTRUCTION  GEOMETRIQUE  DE  SES   RACINES) 

Par  W.  Ijaiivornay. 


Posons  a;  =  a  4-  <p,  l'équation  peut  s'écrire  : 

(rt  siû  o  +  6  cos  »)  cos  a  +  fa  cos  9  —  i  sin  cp)  sin  7.  =  c. 

Disposons  de  o  de  façon  que  l'on  ait  a  cos  9  ==  h  sin 9, 

d'où 

cos  9       sin  9  I  _  6  cos  9  +  o  sin  9 

6  a 


v/a^ 


â} 


en  posant  c?  —  sj ci^  -+-  6'. 

L'angle    a  est  déterminé  pur  l'égalité  : 

c 
cos  a  =  -  • 
a 

D'oîi  la  construction  géométrique  suivante  :  On  construit  le 
triangle  rectangle  OAB,  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont 
OA  =  a,  OB  =  b,  par  suite  9  =  ObÀ;  du  point  B  comme 
centre  avec  c  comme  rayon,  décri- 
vons une  circonférence  rencontrant  la 
circonférence  circonscrite  au  triangle 
OAB  en  D  et  D',  les  valeurs  de  x 
sont 

OBÀ  -+-  ABÏÏ'  ^   o   +   7.   =  a;' 
OBA  -  ABD    =   9  -   a  =  x". 

En  effet,  on  a 


BD'     c 
cos  ABD'=g^-^ 


cos  '/,  cos  -V  = 


donc   cos  a  =  cos  (x'  —  9),   ou 
et        cos  a 


cos      ■:>  —  X 


ou 


cos  X 


d 

c    _ 

d  ^  d 

Discussion.  —  Ou  doit  avoir  BD'  <  BAouc  <  d,  c  <  \'a*  -\-  6*. 
Remarque.  —  On  pourra  comparer  la  construction  précé- 


d 
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dente  avec  celle  qui  a  été  proposée  par  M.  Droz-Farny  (./.  E., 
1895,  p.  217). 

Le   nombre  des  constructions  que  l'on  peut  proposer  est 
infini,  bien  entendu;  en  voici  une  autre. 

Posons  (*):  sin  x  =  u,  eos  x  =  v, 

nous  avons  au  +  bv  ^  c,   u^  +  v^  =  i. 

Prenons  deux  axes  Ou,  Ou,  et  portons:  sur  Ou,  la  longueur 

OP  .=  -;    sur    Ov,    OQ  =  j- 
a  0 

La  droite  PQ  coupe  la  cir- 
conférence r,  décrite  de  0 
comme  centre,  avec  l'unité 
pour  rayon,  en  deux  points 
(réels  ou  imaginaires)  AI,  M'. 
Les  angles  MOw,  WOv,  ont 
un  sinus  égal  à  u,  un  cosinus 
égal  à  V.  Ce  sont  les  angles 
cherchés  (entre   o    et   27r   bien  entendu)  (**). 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
perpendiculaire   OH,    abaissée    de    0    sur  MM',    soit    plus 
petite  que  l'unité,  ou  égale  à  l'unité. 
Or,  en  a,  par  une  propriété  connue, 
I      _     I  I 

I  a""  6» 


ou 


OH»  c^ 

La  condition  de  réalité  est  donc 

c^  <  6''  +  a^ 


G.  L. 


(*)  J'ai  développé  la  méthode  que  j'applique  ici  dans  uoe  petite  note 
publiée  dans  le  Bulletin  scientifique,  1888,  p.  60.  La  solution  que  je  donne 
aujourd'hui  simplifie  un  peu  celle  que  j'ai  indiquée  à  l'endroit  cité  (p.  63). 

(**)  Un  ami  de  la  Géométrographie  voudra  peut-être  comparer  ces  diverses 
constructions,  celle  de  M.  Droz-Farny,  celle  de  M.  Lauvernay,  celle  que 
j'ai  donnée  dans  l'ouvrage  cité  et  celle  que  je  propose  ici;  il  bous  dira 
laquelle  est  la  plus  simple  au  point  de  vue  géométrographique. 
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ÉTUDE  SUR  L'INVOLUTION  GÉNÉRALISÉE 

Par  M.  A.  Xoyer,  élève  à  l'École  polytechnique,  et  M.  Ch.  Michel,  élève 
à  l'École  normale  supérieure. 


1.  — Par  définition,  nous  dirons  que  les  couples  (corrélatifs) 
de  points,  de  droites  ou  de  plans  qui  forment  avec  un  couple 
de  base  une  division,  un  faisceau  ou  un  feuillet  harmonique 
sont  en  invohdion  binaire.  —  Les  groupes  (corrélatifs)  de  trois 
points,  de  trois  droites  ou  de  trois  plans  qui  sont  les  sommets, 
les  côtés  des  triangles  conjugués  par  rapport  à  une  cojiiqiie  de 
base,  les  arêtes  ou  les  faces  des  trièdres  conjugués  par  rapport 
à  un  cône  de  base  sont  en  involulion  ternaire.  —  Enfin,  les  groupes 
(corrélatifs)  de  quatre  points  ou  de  quatre  plans  qui  sont  les 
sommets  ou  les  faces  des  tétraèdres  conjugués  parrapportà  une 
quadriqtie  de  base  sont  en  involulion  quaternaire. 

2.  —  Dans  les  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  une  qua- 
drique  de  base  qui  ont  en  commun  un  sommet  et  la  face  oppo- 
sée, les  groupes  d'arêtes  ou  de  faces  qui  passent  par  le  sommet 
commun,  ainsi  que  les  groupes  de  sommets  ou  d'arêtes  qui 
sont  dans  la  face  commune,  sont  en  involution  ternaire.  Le  cône 
de  base  est  le  cône  circonscrit  à  la  quadrique  issu  du  sommet 
commun,  et  la  conique  de  base  est  la  conique  d'intersection 
de  la  quadrique  par  la  face  commune.  —  De  même,  dans  les 
groupes  d'éléments  en  involution  ternaire  qui  ont  un  élément 
commun,  les  couples  qui  restent  sont  en  involution  binaire. 

Par  suite,  d'une  propriété  quelconque  commune  aux  groupes 
d'éléments  en  involution  quaternaire  résulte  une  propriété  de 
groupes  d'éléments  en  involution  ternaire,  et  de  celle-ci  résulte 
aussi  une  propriété  de  l'involution  binaire  :  ce  qui  donne  trois 
propriétés  correspondantes  dans  les  involutions  binaire,  ter- 
naire et  quaternaire. 

Dans  cet  article,  nous  nous  proposons,  inversement,  partant 
d'une  propriété  de  l'involution  binaire,  de  démontrer  la  pro- 
priété correspondante  de  l'involuticn  ternaire,  et,  partant  de 
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celle-ci,  de  nous  élever  à  la  propriété  correspoudaute  de  l'in- 
volution  quaternaire. 

PASSAGE  DE  l'i.NVOLUTION  BINAIRK  A  l'i.N  VOLUTION  TERNAIRE 

3.  —  Considérons  deux  trièdres  O(ABC)  et  O(A'B'G')  d'une 
involution  ternaire.  L'intersection  01  des  faces  0  (BG)  et 
0  (B'C)  étant  conjuguée  par  rapport  au  cône  de  base  du  plan 
des  arêtes  OA.  et  OA',  il  existe  deux  trièdres  de  l'involution 
qui  ontpour  arêtes,  l'un  01  et  OA,  l'autre  OletOA',  leurs  troi- 
sièmes arêtes  étant  deux  droites  OP  et  OP'  dans  le  plan  des 
droites  OA  et  OA'.  Nous  formons  ainsi  une  chaîne  de  quatre 
trièdres  C(ABC),  O(AIP),  OiA'IP'),  O(A'B'C')  dans  laquelle 
deux  trièdres  consécutifs  quelconques  ont  une  arête  et  la  fac3 
opposée  communes.  —  Si  le  cône  de  base  est  isotrope,  les 
trièdres  sonttrirectangles  et  nous  arrivons  aux  rotations  suc- 
cessives qu'a  imaginées  Euler  pour  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  en  fonction 
de  ses  coordonnées  dans  un  autre  système  trirectangle  de  même 
origine. 

Faisons  alors  correspondre  d'une  façon  déterminée  à  chaque 
trièdre  de  l'involution  une  quantité  ou  une  figure  da7is  laquelle 
les  arêtes  et  les  faces  du  trièdre  jouent  le  même  rôle.  Que  les  quan- 
tités ou  les  figures  qui  correspondent  aux  trièdres  ayant  une 
même  arête  et  la  même  l'ace  oppo?êe  conservent  la  ^même 
valeur  ou  aient  une  mêm.e  propriété  avec  une  figure  fixe,  cette 
valeur  ou  cette  propriété  est  commune  aux  deux  quantités 
ou  aux  deux  figures  qui  correspondent  à  deux  trièdres  consé- 
cutifs quelconques  de  la  chaîne  précédente  et  par  suite  à  celles 
qui  correspondent  aux  deux  trièdres  O(ABG)  et  O(A'B'G')  qui 
sont  quelconques  dans  l'involution.  Tel  est  noire  p7'emier  théo- 
rème fondamental,  qui,  par  dualité,  s'applique  encore  aux 
triangles  conjugués  par  rapport  à  une  conique  de  base. 

En  voici  les  principales  applications: 

4.  Théorèmes  d'Apollonius.  —  Dans  une  quadrique  de 
centre  0,  considérons  un  trièdre  dont  les  arêtes  sont  trois 
diamètres  conjugués  rencontrant  la  quadrique  en  A,  B,  G. 
Quand  le  trièdre  se  déforme  en  conservant  une  même  arête  OA  et 
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la  même  face  opposée,  les  deux  arêtes  variables  OB  et  OG 
restent  diamètres  conjugués  dans  la  conique  d'intersection  de 
la  quadrique  et  de  la  l'ace  fixe. 

1^  La  somme  des  carrés  des  diamètres  variables  OB  et  OC 
étant  constante  (premier  théorème  d'Apollonius  dans  le  plan), 
la  somme  des  carrés  des  diamètres  est  la  même  pour  les  posi- 
tions du  trièdre  qui  ont  une  arête  commune.  Par  suite,  elle 
est  la  même  pour  toutes  les  positions  du  trièdre.  C'est  le  pre- 
mier théorème  d'Apollonius  dans  l'espace. 

2"  La  surface  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux 
diamètres  variables  OB  et  OC  est  constante  (second  théo- 
rème d'Apollonius  dans  le  plan).  Le  volume  du  parallélépipède 
construit  sur  OA,  OB,  OC  étant  égal  au  produit  de  la  sur- 
face de  ce  parallélogramme  par  la  distance  du  point  A  à  la  face 
fixe  est  donc  constant  pour  tous  les  Irièdres  quiont  une  même 
arête;  d'où  le  troisième  théorème  d'Apollonius  dans  l'espace. 

Ces  deux  démonstrations  sont  connues;  elles  sont  en  parti- 
culier dans  le  livre  de  Salmon,  mais  sous  une  forme  moins 
systématique. 

S°  La  somme  des  carrés  des  surfaces  des  parallélogrammes 
construits  sur  OA,OB  et  sur  OA,OG  est  constante.  En  effet, 
elle  est  égale  au  produit  du  carré  du  diamètre  commun  parla 
somme  des  carrés  des  distances  des  points  BetC  à  l'arête  OA, 
c'est-à-dire  par  la  somme  des  carrés  des  projections  de  OB 
et  de  OC  sur  un  plan  perpendiculaire  à  OA.  Mais  cette 
somme  est  constante,  car  les  projections  des  diamètres  OB 
et  OC  sont  diamètres  conjugués  dans  la  conique  qui  est  la 
projection  de  la  conique  d'intersection  de  la  qaadriquepar  le 
plan  de  la  face  fixe.  D'où  le  second  théorème  d'Apollonius. 

Théorème.  —  Un  trièdre  trirectangle  pivote  autour  d'un 
point  0  et  ses  arêtes  rencontrent  la  quadrique  en  A  et  A', 
B  et  B',   C  et  C. 

Le  Irièdre  conservant  une  même  a7'êle  AA',  les  deux  autres  BB' 
et  ce  se  déplacent  dans  le  plan  perpendiculaire  et  la  somme 

I  I 

OB.OB'  "^  OC. OC 
est  une  quantité  constante,  d'après  un  théorème  connu. 

JOURNAL   DE   MAIH.  ÉLÉM.   —  1H9(J.  J, 
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Donc,  la  somme 


OA.OA'       UB.OB        OC. OC 
est  la  même  pour  tous  les  trièd.res  qui  ont  une  arête  commune, 
et,  par  conséquent,  en  vertu  du  théorème  général,  pour  tous 
les  trièdres  trirectangles  qui  ont  leur  sommet  en  0. 
Dans  le  cas  particulier  où   0   est  centre,  la  somme 
I  I  I 

ÔI"^        ÛB-       W 
est  constante;  d'autre  part,  elle  est  égale  à  l'inverse  du  carré 
de  la  dislance  du  point  0  au  plan  ABC.  Le  plan  ABC   enve- 
loppe donc  une  sphère.  (A  suivre.) 

NOTE  SUR  L'EXTRACTION 

DES  RACIXES  CARREES   ET    CURIQUES 
Par  M.  Anbry. 


On  a  plusieurs  moyens  d'extraire  la  racine  carrée  des  quan- 
tités numériques.  Nous  eu  avons  indiqué,  dans  le  J.  S.  de  1893, 
un  certain  nombre,  dont  plusieurs  sont,  peut-être,  nouveaux. 
Yoici  encore  un  procédé  fort  simple. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  du  nombre    'S  =  a^  :îi  b 

±  h 
revient,  en  posant  =  x.    à  la  recherche  de  la  valeur  de 


l'expression   \  i  -ha;,    où  a*  est,  en  valeur  absolue,  inférieur 
à  I.  Posons  y  =  \''i  +  x  —  i,   d'où  la  relation 

(a)  7f-  =x  -  2y. 

Si  on  suppose  ±  y^  =  Mj:  —  N?/ 

il  viendra,  à  cause  de  (a) 

_  j^k-M  _    _  ^j[J.y  +  -s^yi  =   ^  Sx  —  (Six  ■+■  2N)I/. 

Par  conséquent,   soit    A  =   i.     B  =  2.     G  =:  Aa;  +  2B. 

D  =  B.r  +  2C,   E  =  Cx  =  2D.  ...     les  termes  de  la  suite 

Ax  -  By,        Bx  —  Cy,        Cx  —  By, 

représentent  les  valeurs  des  diverses  puissances  de   y;    et, 

comme    y  <  1 ,    elles   tendent  vers   zéro   et  les  valeurs  des 

expressions 

A.X  Bx  Cx 

^^^  -F'        "G"         D"'         •" 
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tendent  vers   celle  de    y.    ^\   x  =  -,   on  aura   ;/  <  o,i,  et 

5 

par  suite   y'^  <  o,oi,   y''<o,ooi,   j/*  <  0,000 1. 

Chaque  nouveau  rapport  donnera  une  décimale  exacte  de 
plus  :  le   n'-   aura  donc  au  moins   n   décimales  exactes.  Or,  il 

est  toujours  possible  de  se  donner  x  <,  r  (J-  S.,  1^93,  p.  lo6 

et  171.) 

Les  expressions  (P)  peuvent  facilement  s'écrire  en  fonction 
de  X  et  de  y,  de  cette  manière.  Multiplions  su<^cessivement 
les  deux  membres  de   (aj   par  y,   il  vient,  en  tenant  compte 
de  cette  même  relation  (a) 
y^  =  —  2X  -h  {4.  -h  x)  y 
y'  =       (4X  +  a;')  -  (8  +  4x)y 
y''  =  —  {Sx  4-  4.0;*)  -I-  f  1 6  4-  i2x  -i-  x^)y 
i/"  —       (i6j3  +  12a;'  -h  X*)  —  (32  -h  32x  +  6x^)y 
y'  =  —  (32.03  4-  32a;*  -+-  6x^)  +  (64  -t-  80a;  4-  24.2;*  4-  x^)y 
y^  —       (64a;  4-8oa;' 4-240;' 4-a;*)  — ('1284- i92aj4-8oa;*4-8a;').y 


En  général,  on  a 

2*-2j;  -I 2"-^  a;*  H — ■  2"-^^  a;' 

I  1.2 


±  y-  = 


4-  ^ T^ —  2"-8a;»  + 

I  .2.3 


+ 


11—2 


2"— 'X  4- 


(n  -  3)(n  -  4)     _, 


2"— oj^ï 


I  .2 


{n  -4)(n-  5;(M-  6)  ^„_,^,  _^ 

I  .2.3  "        "  '  '  '. 


y- 


Les  puissances  successives  de  y  tendent  rapidement  vers 
zéro.  On  a  donc  les  valeurs  suivantes,  qui  se  rapprochent  de 
plus  en  plus  de  y. 

2x  42:  4-  a;*  8.r  4-  4a;*  1 6a;  4-  i  2a;*  4-  a;' 

44-a;       84-4a;       1 6  4-1 2a;  4- x*       324-3  2a;  4-  6a;* 
ou,  en  général 


2"-- a;  4- 


n-  3 


^n-ir,! 


X'  4- 


(n-  ^^in-  5)  ^^_     , 


2"--'X    H- 


(n  —  3)1/1  —  4) 


'x^  + 
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Cette  méthode  s'étend  aux  degrés  supérieurs.  On  est  ramené 
à  la  résolution  d'équations  du  premier  deo^ré,  mais  par  des 
calculs  naturellement  assez  longs. 

Nous  allons  encore  l'appliquer  à  la  recherche  de  l'unique 
racine  réelle  positive  de  l'équation  x^  ±:  ax  =  b,  h  positif. 
Supposons  que  la  racine  soit  plus  petite  que  i.  —  ce  dont  on 
s'assurera  par  des  tâtonnements  faciles;  —  remarquons  ([ue  de 

(y)  a;"^  =  a  +  B*  +  Ga;% 

on  tire 

(8)  aî'^+i  =  C6  +  (A  qr  aC)  a;  +  Ba;^ 

Les  puissances  positives  de  x  sont  donc  toutes  de  la  forme 
A  +  Ba;  4-  Ca;^ 

Éliminons  x"^   entre    (y)    et   (o),    on  trouve 

C^ô-BA  +  a;'»(B  -  Cx) 

X  =■  ' ^ , 

h^  —  U  (A.  ;^  aU) 

ou,  en  négligeant  le  terme  en  a^"\ 

C''^  -  BA 


X  = 


B»  -  G  (A  qi  aC) 
Supposons  maintenant  la  racine  x  plus  grande  que    i,  on 

posera  a;  =  -,   ce  qui  conduira  à  résoudre  l'équation 

z 

a  I 

^     b  b 

qui  n'a  également  qu'une  racine  positive  plus  petite  que    i. 
On  la  traitera  à  peu  près  de  même  que  précédemment. 


UN  THEOREME  DE  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 

Par  M.  E.  Duporcq,  élève  ingénieur  des  Télégraphes. 


Soient  (G)  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  abc,  et  (c)  un 
des  cercles  tangents  aux  côtés  de  ce  triangle.  —  Transfor- 
mons la  figure  par  polaires  réciproques  i  relativement  au 
cercle  (c)  :  la  transformée  de  la  circonférence  (G)  est  une 
conique  (T)  admettant  pour  foyer  le  centre  w  de  (c);  le 
triangle  abc  a  pour  corrélatif  un  triangle  a^y,  circonscrit  à 
(Pj  et  inscrit  à  (c),  de  sorte  que  les  milieux  de  ses  côtés  sont 
les  projections  du  foyer  co  sur  chacun  d'eux.  Le  cercle  prin- 
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cipal  de  la  conique  (T)  est  donc  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  a^y  :  il  en  résulte  que  le  rayon  du  cercle  (c)  est  égal 
à  l'axe  focal  pq   de    (F). 

Soient  P  et  Q  les  points  diamétralement  opposés  de  (C) 
situés  sur  cet  axe  :  ils  sont  respectivement  conjugués  des  som- 
mets p  et  q   par  rapport  à   (c).   Donc  : 

toP.o)/)  =  wQ.wç  =  pcf, 

d'où:  'pq  =TQ        ^^ 


P.coQ 
ou  co  p .  wQ  =  PQ .  p^. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

«  Le  produit  des  diamètres  de  deux  cercles  (C)  et  (c),  te  premier 
circonscrit,  le  deuxième  inscrit  à  un  même  triangle,  est,  en  valeur 
absolue,  égal  à  la  puissance,  par  rapport  à  (C),  du  centre  de  (c).  » 

Inversement,  si  cette  condition  est  remplie,  il  existera  une 
infinité  de  triangles  inscrits  à   (G)   et  circonscrits  à  (c). 

En  appliquant  ce  théorème,  on  a  une  solution  immédiate  à 
la  question  689  (*). 

CORRESPONDANCE 


(A  propos  de  la  question  655) 
Extrait  d'une  lettre  de  M.  Lemoine  : 
La  note  suivante  {**)  : 

'i  En  indiquant  cette  propriété  j'avais  eu  pour  objet  principal 
une  construction  du  point  de  Lemoine.  Y  en  a-t-il  de  plus  simple 
au  point  de  vue  géométrographique?  » 
que  vous  avez  mise,  à  propos  de  la  solution  de  la  question  665 

(•)  Voyez  plus  loin  cette  solution,  p.  21. 

(**)  En  plaçant  celte  note,  j'étais  presque  sûr  de  provoquer  une  réponse 
de  mon  ami  Lemoiue.  Il  trouvera,  dans  le  présent  numéro  (p.  6),  une  autre 
note  qui,  je  l'espère,  l'intéressera  é;-'alement.  La  simplicité  géométrogra- 
phique,telle  que  l'a  conçue  M.  Lemoine,  ou  telle  qu'on  pourra  la  concevoir 
en  modifiant  peut-être  certains  points,  et  la  simplicité  ,i;éométrique,  sont 
deux  choses  très  différentes  —  souvent  opposées.  —  11  importe  de  signaler 
encore  la  distinction  qu'il  convient  de  faire  entre  ces  deux  ordres  de 
simplicité.  Pour  éviter  Iwute  ambiguïté,  on  pourrait  peut-être  les  distinguer 
en  les  dénommant  simplicité  théorique  et  simplicité  graphique. 
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(/.  E.,  p.  28o),  me  fournit  une  trop  belle  occasion  de  mettre 
en  relief  la  différence  essentielle  des  points  de  vue  où  se  placent 
la  géométrie  et  la  géométrographie  et  l'utilité  de  cette  der- 
nière dans  la  construction,  pour  que  je  ne  la  saisisse  pas. 

Indiquons  rapidement  le  nombre  brutal  d'opérations  élé- 
mentaires nécessaires  pour  construire  le  point  de  Lemoine,  en 
suivant  rigoureusement  l'énoncé  et  en  prenant  même  les 
constmctions  les  plus  simples,  données  par  la  géométrographie, 
pour  les  tracés  immédiats  nécessaires. 

Tracé  du  cercle  circonscrit  à   ABC.    ...      i5  opérations. 

Tangente  en  A  à  ce  cercle lo  — 

Les  deux  parallèles  menées  par  B  et  G  à 
cette  tangente 18  — 

Tracé  de  A'A"   et  de  Aa 9 

Pour  tracer  B[3  qui  par  son  intersection  avec  Aot  donnerait 
le  point  de  Lemoine,  il  faut  recommencer  les  mêmes  construc- 
tions, sauf  le  tracé  du  cercle  circonscrit,  soit  3y  opérations, 
en  tout  89  opérations  élémentaires. 

Prenons  maintenant  cette  même  construction,  mais  en  la 
simplifiant,  le  plus  possible,  géométrographiquement.  Je 
remarque  d'abord  que  le  tracé  du  cercle  circonscrit  et  celui 
de  la  tangente  en  A  sont  complètement  inutiles;  ils  font 
bien  dans  l'énoncé  géométrique,  parce  qu'ils  font  image  et 
fixent  la  construction  dans  l'esprit,  mais  le  géométrographe 
qui  ne  cherche  quo  les  points  A'  et  A"  les  obtient  en  faisant 
l'angle  AGA"  ==  B  et  l'angle  CBA'  =  C  -  B     16  opérations 

en  traçant  A'A"  et  Aa 6  — 

il  obtiendrait  de  même  B[3,  mais  avec  20  opérations  seule- 
ment en  prenant  la  précaution  de  tracer  aussi  de  A  comme 
centre,  dans  l'opération  faite  pour  obtenir  les  angles  AGA" 
et  CBA',  une  courbe  de  même  rayon  que  ceux  qu'il  vient  de 
tracer  de  B  et  de  G  comme  centres.  Ce  cercle  servira  pour 
les  opérations  nécessaires  au  tracé  de   Bp. 

Nous  aurons  ainsi  le  point  de  Lemoine  avec  42  opérations 
au  lieu  de  89.  C'est  tout  ce  que  peut  donner  géomélrographi- 
quement  votre  construction  géométrique,  et  les  constructions 
plus  simples  abondent.  Voici  la  plus  simple  que  je  connaisse  : 

Je  trace  les  perpendiculaires  aux  milieux  de  AB  et  de  AG 
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op  :  (4R,  4-  2Rij  -H  3Ci  +  3Gj).  Je  fais  en  A  avec  AB  (en 
dehors  du  triangle)  un  angle  égala  C,  eu  utilisant  les  cercles 
tracés  pour  obtenir  les  médiatrices  j'ai  cet  angle  par  le  sym- 
bole    op  :  (2R1  +  R,  -+■  3G,  +  C3). 

Le  côté  tracé  de  cet  angle  est  la  tangente  en  A  au  cercls 
circonscrit,  elle  coupe  en   Bj   eteti  Ci  les  médiatrices  de  AB 

et  de  AG  ;  je  trace   BBj,  GGj op  :  (4R,  -f-  aR^). 

Ges  deux  droites  se  coupent  au  point  K  de  Lemoine  obtenu 
ainsi  par op  :  (loRi  +  SRj  +  ôCj  +  4G3) 

Simplicité  ou  nombre  d'opérations:  25;  exactitude:  16; 
b  droites,  4  cercles. 


BACCALAUREATS 

(OCTOBRE  1895) 

Académie  de  Caen. 

BACCALAURÉAT  COMPLET 

I.  Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou  de  plusieurs 
nombres  entiers  sans  employer  la  décomposition  en  facteurs  premiers. 
Théorie  de  cette  recherche. 

II.  Démontrer  que  le  volume  d'un  cône  droit  inscrit  dans  une  sphère  est 
égal  :  1°  au  carre  de  la  surface  latérale  du  cône  divisé  par  trois  fois  la  circon- 
férence d'un  grand  cercle  de  la  sphère;  i"  au  huitième  du  volume  de  la 
sphère  multiplié  par  (sin  a  +-  siu  3a]^,  a  désignant  l'angle  des  généra- 
trices du  cône  avec  son  axe. 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE 
I.  Questions  au  choix:  1"  Division  de  deux  polynômes  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  d'une  môme  lettre. 
2»  Intersection  d'une  droite  et  d'une  ellipse. 
3°  Exposer  les  propriétés  des  trièdres  supplémentaires. 
Problème  obligaloire.  —  Trouver  la  somme  des  carrés  des  n   premiers 
nombres. 

Académie  de  Clermont. 

BACCALAURÉAT  COMPLET 

I.  Calculer  le  côté,  l'apothème,  la  surface  d'uu  octogone  régulier  inscrit 
dans  un  cerclf  de  rayon  R. 

Solulion.  —  On  suit  la  méthode  générale  pour  calculer  le  côté  d'un 
polygone  régulier  inscrit  connaissant  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit 

ayant  deux  fois  moins  de  côtés.  On  trouve   RV/2  —\J2  pour  le  côté, 

-  R  v  2  -\-  \J2  pour  l'apothème,  2R*  sj^  pour  la  surface. 

II.  Déterminer  trois  termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique 
connaissant  leur  somme   a    et  leur  produit  b\ 
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BACCALAURÉAT  CLASSIQUE 
L  Questions  au  choix:  Énoncer  et  démontrer  la  propriété  fondamentale 
1°  de  la  tangente  à  l'ellipse,  2»  de  la  tangente  à  la  parabole,  3"  de  la  sous- 
normale  à  la  parabole. 

H.  Problème.  —  Un  triangle  isoscèle  ABC,  dans  lequel  AB  =  AC  =  b, 
rectangle  en  A  tourne  autour  d'un  axe  Bx  situé  dans  son  plan,  passant 
par  le  sommet    B   et  ne  traversant  pas  la  surface  du  triangle. 

Calculer  le  volume  engendré  par  ce  triangle  eu  fonction  de  l'angle  a 
que  fait  l'bypoténuse  BG  avec  l'axe  Bx.  Déterminer  a  de  façon  à 
rendre  ce  volume  maximum. 

Académie  de  Dijon. 

BACCALAURÉAT  COMPLET 
Soient  x,y,z,   trois  quantités  inconnues,  on  donne  leur  somme  a,  la 
somme  de  leurs  carrés  6*  et  celle  de  leurs  cubes   c'.   On  demande  de 
calculer  leur  produit. 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE 

I.  Même  question  que  pour  le  baccalauréat  complet,  et  en  plus  : 

II.  Théorie  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres  entiers. 

III.  Construire  les  traces  d'un  plan,  connaissant  les  projections  de  l'un 
de  ses  points  et  le  rabattement  du  môme  point  sur  le  plan  horizontal 
après  rotation  convenable  autour  de  sa  trace  horizontale. 

Académie  de  Grenoble. 

L  Questions  au  choix  :  1°  Intersection  d'une  droite  avec  une  parabole 
définie  par  sou  foyer  et  sa  directrice. 

2°  La  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs 
issus  du  point  de  contact. 

3°  Définir  le  trièdre  T'  supplémentaire  d'un  trièdre  donné  T  et  mon- 
trer qu'inversement  T  est  le  trièdre  supplémentaire  de  T'. 

II.  Problème.  —  Dans  un  trapèze  isoscèle  ABCD,   I  et  J  désignent  les 
milieux  des  côtés  parallèles  AB  et    CD.    On  donne 
le  côté  AB  =z  la 
-    AD  =  26 
et  la  relation   IJ  +  5DJ  =■  l,  a  et  i   sont  deux  longueurs  données. 

Calculer  le  côté  DG  =  zx  et  IJ  =  y. 

Discuter  en  indiquant  pour  chaque  valeur  de  l  le  nombre  de  solutions 
du  problème. 

Académie  de  Lille. 

I.  Questions  au  choix  :  1°  Résoudre  un  triangle,  connaissant  deux  côtés 
et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux. 

2°  Résoudre  un  triangle,  connaissant  les  trois  côtés. 
3°  On  connaît  les  distances  mutuelles  de  trois  points  A,  B,  C;    on 
mesure  les  angles  AMB  et  B.VlG.   Déterminer  les  distances  MA,  MB,  MC. 

II.  Problème.  —  A  étant  un  nombre  entier  quelconque,  démontrer: 
1"  que  A'  —  A  est  divisible  par  3;  2"  que  A'  —  A  est  divisible  par  7. 
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QUESTIONS  634  ET  67 T) 

Seconde  solution.  (*) 

On  donne  les  trois  points    a,  h,  c    sur  une  droite.  Quel  est  le 
lieu  d'un  point    m,   tel  que 
II 

tgoma.    tgcmh 
=  constante. 
(Maunheini.) 

Conservons 
la  figure  de  la 
p  2'",  en  ajou- 
tant!**) une 
perpendiculai- 
re élevée  de  b 
à  bm.  Cette 
droite  coupe 
jnc  au  point 
p  et  ma  au 
point  q. 

On  a 


ou  mb 


mb  mb 

.-—    +    -——  constante. 
bp  bq 

h  -— 1  —  constante. 

bp       bq . 


En  vertu  d'un  théorème    connu,  ce  qui    est  écrit  dans  In 

parenthèse  est  é^al   à     \-, — h  7-)   —. — —, —  •      Il  vient  alors 

\bc       oa/   sm  cbm 


'mb 


sin  cbm, 


=  constante.  Donc,  etc. 


QUESTION   161 

Solution  par  M.  J.  Chapron,  à  Bragelognc. 

Couper  \in  triangle  par  une  droite  de  manière  que  les  deux  par- 
ties de  ce  triangle  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  et 
qu'elles  aient  leurs  centres  de  gravité  sur  une  7néme  perpendicu- 


i",  Voir  page  27G  du  précédent  volume. 

(*•)  Le  lecteur  est  prié  de  compléter  la  figure  comme  on  l'indique  ici. 
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laîre  à  la  sécante.  On  résoudra  ce  problème  :  /°  lorsque  les 
deux  côtés  du  triangle  sont  égaux,  et  en  particulier  quand  le 
triangle  est  équilatéral;  2°  quand  le  triangle  est  quelconque. 

(Concours  général,  1833.) 

Soient  x  et  g  les  distances  du  centre  de  gravité  du  triangle 
détaché  par  la  sécante  DE  aux  côtés  AB  et  AG  du  triangle, 
a  et  6   celles  du  centre  de  gravité  de  ABC,  les  distances 
étant  comptées  parallèlement  à  ces  côtés. 
La  première  condition  revient  à 
xy  —  K^ 
et  la  seconde  à 

X  (x  —  a)  ~  g  (y  ~  b)  -h  (ay  —  bx)  cos  A  =  0. 
Quand  le  triangle  est  isoscèle,  a  :=  b,  et  la  deuxième  équa- 
tion devient 

jjî  —  yi  -^  a  —  {X  —  y)  —  a  {x  —  y)  =  0. 
ou  (x  —  y)  {x  ■{-  y  —  a  —  a  cos  A)  =  0. 

On  a  donc  x  —  y,  solution  évidente  a  priori,  ou 
X  +  y  —  a  {i  4-  cos  A). 
On  connaît  alors  xy  ei  x  -{-  y. 

Quand  le  triangle  est  quelconque,  la  deuxième  équation 
peut  s'écrire 

x"^  —  y"^  -Jr  g  [a  +  h  COS  A)  —  X  {a  cos  k  -\-  b)  —  (). 
Si  l'on  élimine  y,  on  a 

a;*  —  {a  cos  k  +  b)  x^  +  Iv'^  {a  +  b  cos  A)  a;'*  —  K*  =  0. 
On  obtiendrait  des  équations  analogues  en  considérant  les 
triangles  détachés  dans  les  angles  B  et  G  (*). 

QUESTION  652 

Seconde  solution  (**). 

On  donne  une  circonférence  de  cercle  et  un  point  dans  son  intérieur. 
De  ce  point,  on  mène  deux  droites  conjuguées  par  rapport  au 
cercle.  Démontrer  que,  quelles  que  soient  ces  deux  dt^oites,  la  somme 

(*)  Nous  publions  cet  aperçu  de  la  solution  demandée,  aperçu  que  nous 
avions  reçu  depuis  longtemps  et  que  nous  n'avions  pas  fait  paraître,  atten- 
dant une  solution  plus  complète.  Mais  une  solution  élémentaire  existe- 
t-elle?  a-t-ellc  été  imprimée  dans  quelque  recueil  que  nous  puissions 
signaler  à  nos  lecteurs?  G.  L. 

(**)  Voir  page  283  du  précédent  volume. 
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des  inverses  des  carrés  des  cordes  que  le  cercle  intercepte  sur  elles 
est  constante.  (Mannheim.) 

Soient  a,  a  la  polaire  du  point  donné  p,  par  rapport  à  la 
circonférence  donnée  de  centre  o.  La  droite  a/j  est  la  polaire 
de  rt',  alors  la  tangente  cît'  a  son  point  de  contact  sur  cette 
droite;  de  même,    l  est  sur  a'p. 

Appelons  6,  h'  les  points  de  rencontre  de  ces  polaires 
avec  oa.,  oa' . 

Il    s'agit    de 
démontrer  que 
I  I 

Tb'      7b''' 

=  constante. 

Dans  le  tri- 
angle rectan- 
gle ato,  on  a 
I 

de  même 


1         I 
ta       ta" 


I 


I 


+: 


I 


I 

t'a'" 


=  constante. 


Vb^  t'6^  t'a'" 

D'après  cela,  il  faut  démontrer  que   r=r-  -f- 

ta^ 

Les  circonférences  décrites,  de  a,  a'  comme  centres,  res- 
pectivement avec  at,  a't'  pour  rayons  se  coupent  à  angle 
droit  sur  la  perpendiculaire  oh  à  aa .  Le  point  c  étant  l'un 
de  ces  points  de  rencontre,  les  droites  ca,  ca  soient  perpen- 
diculaires l'une  à  l'autre;  on  a  alors 
I  I  I 

ca'       ca''       ch' 
Mais  ca  =  at,        ca  =  a't',  et  ch  est  un  segment  de  gran- 
deur invariable,  donc,  etc. 
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QUESTION  653 

Solution  par  A.  Droz-Farny. 


On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  et  un  point  A  sur 
Ox.  Soil  M  un  point  quelconque  sur  Oy  et  soit  0'  le  symétrique 
de  0  par  rapport  à  w.  Du  point  w,  comme  centre,  avec  OA 
comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence  A  qui  rencontre  AO' 
aux  pointai  E,  E'.  On  trace  OE,  OE'  qui  coupent  ê^  en  F  et  F'. 
La  droite   FF'  passe  par  le  symétrique  de   A   par  rapport  à   0. 

(A.  Davidoglou.) 

Le  problème  peut  être  généralisé  en  prenant  0'  quelconque 
sur  Oy,  le  rayon  de  A  étant  aussi  quelconque.  En  effet  :  on  sait 
qu'une  transversale  rencontre  les  couples  de  côtés  opposés,  les 

diagonales  d'un  quadrila- 
tère inscrit  dans  une  co- 
nique,ainsi  quela  conique, 
suivant  quatre  couples  de 
points  en  involution.   Or, 
ici,  la  transversale  O.r  ren- 
contre les  côtés  EE'  et  FF 
suivant    A,  A';    les  côtés 
EF,  E'F',    suivant  a  et  a; 
le  cercle,  suivant   a  et  a', 
enfin,  les  diagonales    EF', 
E'F,   en  leur  point  d'intersection    0;   celui-ci  est,  par  consé- 
quent, un  point  double  de  l'involution.  Comme   Oa  =z  Oa', 
l'involution  est  parabolique,  il  en  résulte  que 
Oa  =  Oa'        et        OA  =  OA'. 

Remarque  (*).  —  La  propriété  est  indépendante  du  rayon  de 
A  et  de  la  position  de  la  sécante  AA'.  On  peut  l'énoncer  de  la 
manière  suivante  :  On  considère  un  cercle  A  et  une  droite  Ox,  0 
étant  la  projection  de  A  sur  Ox.  Les  diagonales  d'un  quadrila- 
tère inscrit  à  A  et  dont  deux  côtés  opposés  se  rencontrent  en 


(*)  Celte  remarque  est  de  M.  Tzitzéica. 
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0  coupent   Oj;  ea  deux  points  symétriques  par  rapport  à    0. 
La  propriété  s'applique  aux  deux  autres  côtés  opposés  du 
quadrilatère. 
Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  Folcart. 

Ql'ESTION  689 

>%»oliition  par  M.  Dcporcq  [*). 


On  donne  une  sp/ière,  une  de  ses  cordes  et  un  point  arbitraire  o 
sur  cette  corde.  Par  ab,  on  mène  un  plan  quelconque  qui  coupe  la 
■sphère  suivant  le  petit  cercle   C. 

Démontrer  quon  peut  inscrire  dans  C  une  infinité  de  triangles 
qui  soient  en  même  temps  circonscrits  à  un  cercle  de  centre  o.  Si 
J,  m,  n,     sont   les  côtéi  d'un  de  ces  triangles,  faire  voir  que 

-, 1-  ^ 1 est  constant,  quel  que  soit  le  triangle  et  quel  que 

lin        In        mu  /        /  :;         i        / 

soit  le  plan  mcni' par  ab.  (Mannheim.) 

Soit,  en  eflet.  G,  un  cert'le  de  la  sphère,  dont  le  plan  passe 
par  le  point  0;  désignons  par  D  son  diamètre;  le  cercle  de 
centre  0  el  de  diamètre  d,  tel  que  le  produit  Dd  soit  égal 
à  la  puissance  du  point  0  par  rapport  à  la  sphère,  sera  in- 
scrit à  une  infinité  de  triangles  inscrits  à  C.  Soit  2p  le  péri- 
mètre de  l'un  d'eux,  et  S   sa  surface  : 

\  ]  i  2p  2/J  2p  2 

Im       In       }nn       Imn        2U.S       D.d.p       Dd 

L'expression  considérée  est  donc  égale,  en  valeur  absolue, 
au  double  de  l'inverse  de  la  puissance  du  point  0  par  rap- 
port à  la  sphère. 

QUESTIONS   PROPOSÉES 

697.  —  On  donne  un  plan  el  un  point  0  lixes.  Par  0 ,  on 
mène  un  plan  ar])itrairc  et  une  perpendiculaire  à  ce  plan.  Sur 
cette  droite,  on  prend  des  points  à  des  distances  de  0  égales 

I*)  Voyez  plus  haut,  page  12,  le  Ihéorème  sur  lequel  icpose  la  démons- 
ration  qui  suit. 
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à  la  distance  du  point  0  à  l'intersection  du  plan  arbitraire  et 
du  plan  fixe.  Quelle  est  la  surface  (S)  lieu  des  points  ainsi 
obtenus,  lorsqu'on  fait  varier  le  plan  arbitraire  ? 

(Mannlieim.) 

698.  —  On  donne  un  point  0  et  la  surface  (S)  de  la 
question  précédente.  Par  0  ,  on  mène  un  plan  arbitraire  et 
une  perpendiculaire  à  ce  plan.  Sur  cette  droite,  on  prend  des 
points  à  des  dislances  de  0  égales  aux  distances  de  ce 
point  0  à  l'intersection  du  plan  arbitraire  et  de  (S). 

Quelle  est  la  surface  lieu  despoints  ainsi  obtenus,  lorsqu'on 
fait  varier  le  plan  arbitraire?  (Mannheim.) 

699.  —  Soit  AB  une  corde  quelconque  d'une  parabole  P, 
parallèle  à  la  tangente  en  un  point  fixe  G  de  P. 

Par  les  points   A  et  B  on  fait  passer  une  circonférence  tan- 
gente en   D  à  la  tangente  fixe  du  point  G. 

Le  diamètre  du  point  G  ccupe  AB  eu  L  et  la  circonférence 
en  M; 

LM   est  égale  au  double  du  layou  de  courbure  de   G. 

(Dro2-Farny.) 

700.  —  On  donne  un  triangle  ABG  ;  sur  BG,  dans  le 
sens  BG,  on  porte  BB'  —  t;  sur  GA,  dans  le  sens  GA, 
AA'  =  t.  En  supposant  t  variable,  trouver  le  lieu  décrit  par 
le  point  de  concours  des  droites   AB',   BA'. 

Ge  lieu  est  une  droite  y  ;  elle  rencontre  AB  en  y'.  En 
considérant  les  points  analogues  a'p',  on  demande  de 
démontrer  que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

'  (G-  L.) 

Nous  avons  reçu  de  M.  PlackoAvo  (à  Tokarewka,  gouver- 
nement de  Tamboff)  la  question  suivante.  Nous  lui  avons 
envoyé  la  solution  qu'il  désirait  avoir  de  cette  règle  curieuse, 
pratiquée  par  les  paysans  russes,  règle  qui  évite  la  connais- 
sance de  la  table  de  Pytbagore.  Gctte  démonstration  est  basée 
sur  le  système  binaire  de  numéralioii .  Mais  peut-être  un  de  nos 
correspondants  trouvera-t-il  une  solution  plus  simple. 

Dans  tous  les  cas,  il  nous  a  paru  intéressant  de  faire 
connaître  cette  règle. 
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Multiplication  rmse.  —  Les  paysans  russes,  quand  ils  doivent 
effectuer  une  multi|ilication,  procèdent  ordinairement  de  cette 
manière;  si,  par  exerople,  il  leur  faut  multiplier  35  par  42,  ils 
divisent  le  multiplicande  par  2,  et  en  même  temps  doublent 
le  multiplicateur,  et  si  le  multiplicande  est  impair,  ils  marquent 
le  multiplicateur  par  un  signe. 

Si,  par  exemple,  ils  multiplient  35  par  42,  ils  écrivent  un 
nombre  à  côté  de  l'autre 

35  42  + 

17       .      84  + 
8  168 

4  336 

2  672 

I  1344    H- 

Additionnons  les  nombres  marqués  du  signe  + ,  nous 
aurons  une  somme  égale  à  1470;  ce  qui  est  exact.  Je  vou- 
drais savoir  la  raison?  (Plackoiro.) 


RAPPEL  DE  QUESTIONS  NON  RESOLUES  (*] 


■J.  (4882.)  —  Sur  les  côtés  d'un  triangle  donné 
ABC,  on  construit  trois  triangles  semblables 
ABCi,  BC\,.  GâBi,  tels  que  les  droites  AA, ,  BB, , 
ce,  concourent  en  un  même  point  D.  Démontrer 
que  les  points  Ai,  B,,  C,,  décrivent  chacun  une 
circonférence.  (J.  Neuberg.) 

«3.  (1882.]  —  Sur  une  tangente  à  la  sphère  0, 
on  prend  deux  points  S  et  S'  tels  que  OS  —  OS' 
=  R.     Ces  deux  points  sont  les  sommets  de  deux 

(.']  Noire  ami  M.  Brocard  nous  a  sis^nalé  uu  certain  nombre  de  ques- 
tions, autrefois  proposées  dans  ce  Journal,  et  qui  n'ont  pas  clé  résolues. 

Il  pense,  et  j'espère  avec  lui,  qu'ca  reproduisant  ces  énoncés  anciens, 
el  forcément  oubliés,  des  solutions  se  présenteront,  rédigées  par  de  nou- 
veaux lecteurs. 

Peut  être  aussi,  les  auteurs  de  ces  questions  pourront-ils  nous  adresser 
la  solution  qu'ils  avaient  en  vue,  si  elle  est  encore  présente  à  leur  esprit. 

G.  L. 
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cônes  circonscrits  à  la  sphère.  Déterminer  la 
position  des  points  S  et  S'  de  façon  que  le 
volume  compris  entre  les  deux  cônes  et  la  sphère 
soit  égal  à  un  volume  donné. 

11».  ('IS83).  —  On  donne  le  triangle  ABC  et  le 
rayon  r  du  cercle  inscrit.  Soient  A',  B ,  C.  les 
points  de  contact  du  cercle  inscrit  avec  les  côtés 
du  triangle  (A'  sur  BC,  etc.)  On  pose  aC  —  a, 
B.V  =  r^,  CB'  —  Y-  Par  le  point  L  pris  sur  le 
cercle  inscrit,  on  mène  une  tangente  AjBiC,  (le 
point  A,  étant  sur  BG,  etc.).  On  pose  LAi  —  x, 
LB,  =  ?/,  LCi  =  z;  quelle  relation  y  a-t-il  :  1°  entre 
X  et  u  ;  2°    entre    x  et  z;    3'  entre  ^  et  ;  ;    4°  entre 

X,  y.  z.  En  conclure  la  formule  S  =  -^,  S  dési- 
gnant la  surface  du  triangle    ABC. 

l'A'.  Anlomari.) 

lis.  (f884.)  —  On  donne  deux  droites  fixes,  et  un 
cercle,  de  centre  0.  tangent  à  ces  deux  droites. 
Soit  AB  une  tangente  variable  de  ce  cercle,  et 
qui  rencontre  en  A  et  B  les  deux  droites  fixes; 
soit  H  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  OAB.  Démontrer  que  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  OAB  enveloppe  deux  ceroles, 
et  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AHB  enve- 
loppe aussi  deux  cercles  fixes.  (Weill.) 

(A  .suivre.) 

Xola.  — Nous  avons  regu,  Uop  tardivemeul  pour  pouvoir  les  menlionucr 
dans  le  précédent  numéro,  de  bonnes  solutions  des  questions  6o8,  63'.), 
640,  de  M.  Foucart:  une  solution  de  la  question  635  par  M.  G.  TziTziiicA; 
enfin,  de  MM.  L'Huiliek  et  Tzitzeica,  une  solution  de  la  question  650. 


Le  Directeur-gérant. 

G.  DE  LONGCHAMPS. 
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ÉTUDE  SUR  L'INVOLUTION  GENERALISEE 

Par  M.  A.  lioyer,  élève  à  l'École  polytechnique,  et  M.  Ch.  JUichel,  élève 

à  l'École  normale  supérieure. 

(Suite,  voir  page  7.) 


6.  Tliéorème  de  Frégier.  —  Cousidérons  un  trièdre  variant 
en  involutiou  doat  le  sommet  est  un  poiut  0  d'une  qua- 
drique  et  dont  les  arêtes  rencontrent  la  quadrique  en 
A,  B,  G. 

Quand  le  trièdre  varie  en  comervant  une  même  arête  OÂ,  le 
couple  des  arêtes  OB  et  OC  varie  eu  involution  dans  le  plan 
conjugué  de  l'arête  OA,  qui  rencontre  la  quadrique  suivant 
une  conique.  En  vertu  du  théorème  de  Frégier  dans  le  plan, 
la  droite  BG  passe  par  un  point  fixe  et  par  suite  le  plan  ABG 
passe  par  une  droite  fixe. 

Quand  la  droite  OB  prend  la  direction  de  la  tangente  OT 
à  la  conique,  le  plan  conjugué  AOG  coïncide  avec  le  plan 
ABG,  passe  donc  par  la  droite  fixe,  et,  la  droite  OT  étant 
dans  le  plan  tangent  en  0  à  la  quadrique,  contieut  la  droite 
conjuguée  du  plan  tangent. 

Le  plan  ABG  rencontre  donc  cette  droite  en  un  point  qui 
est  le  môme  pour  les  positions  du  trièdre  O(ABG)  qui  ont 
une  arête  OA  commune;  donc  il  est  le  même  pour  toutes  les 
positions  du  trièdre.  G'est  le  théorème  de  Frégier  dans 
l'espace. 

7.  Théorème  de  Faure.  —  Gonsidérons  un  triangle  ABG 
variant  en  restant  autopolaire  par  rapport  à  une  conique  de 
centre    0. 

Lorsqu  il  se  déforme  en  conservant  un  sommet  fixe  A,  le  couple 
des  autres  sommets  B  et  G  varie  en  involution  binaire  sur 
la  polaire  du  point  A;  co  étant  le  point  d'intersection  de 
cette  polaire  avec  la  droite  qui  joint  le  point  A  au  contre  de 
la  conique,  le  produit  wB  .  wG  est  constant.  Les  points  w 
et  A  et  par  suite  tous  les  j)oints  de  la  droite  Aw   ont  donc 
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une  puissance  constante  par  rapport  au  cercle  variable  qui 
passe  par  les  points  A,  B,  C.  La  puissance  du  centre  de  la 
conique  par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
ne  change  donc  pas  quand  il  se  déforme  en  conservant  un 
sommet  fixe;  en  vertu  du  théorème  général,  elle  est  la  même 
pour  toutes  les  positions  du  triangle.  C'est  le  théorème  de 
Faure. 

M.  de  Jonquières  fait  cette  remarque  : 

De  même  que  dans  l'involution  binaire  de  deux  points,  le 
point  central  est  le  centre  radical  commun  à  tous  les  cercles 
qui  passent  par  deux  points  conjugués  ;  de  même,  dans  l'invo- 
lution ternaire  de  trois  points,  le  centre  de  la  conique  de 
base  est  le  centre  radical  commun  à  tous  les  cercles  qui 
passent  par  trois  points  conjugués. 

La  démonstration  que  nous  donnons  met  bien  en  évidence 
la  raison  de  cette  analogie. 

Voici  d'autres  théorèmes  sur  les  triangles  conjugués  à  une 
conique. 

8.  —  La  puissance  du  centre  0  de  la  conique  par  rapport 
au  cercle  qui  passe  par  les  pieds  a,  [3,  y  des  perpendiculaires 
abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC  ne 
change  pas  quand  le  triangle  varie  en  restant  conjugué  à  la 
conique. 

IL  suffit  de  le  montrer  quand  le  triangle  conjugué  varie  en 
conservant  un  sommet  A  fixe.  Alors,  les  points  p  ety  décrivent 
le  cercle  construit  sur  AO  comme  diamètre;  d'autre  part,  le 
couple  des  droites  AB  et  AG  variant  en  involution,  il  en 
est  de  même  du  couple  des  droites  Op  et  Oy,  et,  par  suite, 
d'après  le  théorème  de  Frégier,  la  droite  Py  passe  par  un 
point  fixe  w.  La  puissance  de  ce  point  co  par  rapport  au 
cercle  variable  apy,  qui  est  égale  à  sa  puissance  par  rapport 
au  cercle  de  diamètre  AO,  est  doue  constante;  il  en  est  de 
même  du  point  a  qui  est  fixe  et,  par  suite,  de  tout  pointde  la 
droite  aw.  Le  théorème  est  démontré  s'il  est  établi  que  cette 
droite  passe  par  le  point  0.  Or,  quand,  le  triangle  ABC 
variant,  la  droite  AG  devient  parallèle  à  la  polaire  du  point  A, 
la  droite    AB   coïncide  avec  la  droite  AO;  le  point   p  vient 
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donc  en  0  tandis  que  le  point  y  vient  sur  la  droite  Oa,  qui 
coïncide  alors  avec  la  droite  Py  et  passe  conséquemment  par 
le  point  0).  En  d'autres  termes,  la  droite  wa  passe  par  le 
point  0. 

9.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  a,  p,  y  des  perpen- 
diculaires abaissées  sur  les  côtés  d'un  triangle  variable  ABC 
conjugué  à  une  parabole  d'un  point  0  de  la  directrice  passe 
par  le  foyer  (Laguerre). 

Le  triangle  ABC  variant  en  conservant  un  sommet  A  fixe,  le 
couple  des  droites  Oj3  et  Oy  perpendiculaires  aux  droites 
AB  et  AC  varie  en  involution,  et,  comme  les  points  |3  et  y 
se  déplacent  sur  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre,  la 
droite  py  passe  par  un  point  fixe  o)  qui  a  une  puissance 
constante  par  rapport  au  cercle  variable   aBy. 

Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
étant  la  directrice  (théorème  de  Faure),  pour  une  position  du 
triangle  ABC,  le  centre  est  en  0;  alors  la  droite  py  joint 
les  milieux  des  côtés  AB  et  AC  et  coïncide  avec  la  tangente 
a  la  parabole  parallèle  à  BG.  Le  point  w  est  sur  la  tangente» 
D'autre  part,  quand  la  droite  AB  devient  parallèle  à  cette 
tangente,  la  droite  AC  devient  le  diamètre  de  la  parabole  qui 
passe  par  le  point  A  et  le  point  de  contact  de  la  tangente;  le 
point  y  est  le  point  d'intersection  de  ce  diamètre  et  de  la 
directrice  et  le  point  p  vient  sur  la  droite  Oa,  symétrique  du 
point  a  par  rapport  à  la  tangente.  La  droite  wa  passe  donc 
par  le  symétrique  du  point  y  par  rapport  à  cette  tangente, 
c'est-à-dire  par  le  foyer. 

La  puissance  du  foyer  par  rapport  au  cercle  variable  apy 
est  donc  la  môme  pour  toutes  les  positions  du  triangle  qui  ont 
un  sommet  fixe  et  par  suite  pour  toutes  les  positions  du 
triangle,  d'après  le  théorème  fondamental.  De  plus,  elle  est 
nulle,  car  si  nous  considérons  en  particulier  un  triangle 
conjugué  qui  a  un  sommet  au  foyer,  le  cercle  aj3y  passe  par 
ce  point. 

10.  —  Comme  nous  l'avons  vu,  quand  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  a  son  centre   O,   le  cercle   a[iy  devient  le  cercle  des 
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neuf  points  et  par  suite  le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle 
conjugué  à  la  parabole  passe  par  le  foyer.  Nous  pouvons 
démontrer  ce  théorème  directement. 

Quand  le  ti'ianglc  ABC  varie  en  conservant  un  sommet  A  fixe, 
les  milieux  p  et  y  des  côlés  qui  passent  par  A  se  déplacent 
sur  la  tangente  à  la  parabole  parallèle  à  BG.  Le  couple  des 
points  p  et  Y  varie  en  involution  binaire,  le  point  central  m 
de  l'involution  étant  sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  A, 
c'est-à-dire  le  point  de  contact  de  la  tangente.  Le  cercle  des 
neuf  points  qui  passe  par  les  points  p  et  y  passe  par  le  point 
fixe  qui  est  le  pied  I  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A 
sur  sa  polaire  BG.  Les  cercles  des  neuf  points  des  triangles 
conjugués  qui  ont  un  sommet  A  commun  ont  même  axe  radi- 
cal, la  droite  wl,  qui  est  symétrique  du  diamètre  passant 
par  le  point  A  par  rapport  à  la  tangente  en  w.  Donc  cette 
droite  passe  par  le  foyer. 

Ainsi,  le  foyer  a  une  même  puissance  par  rapport  aux 
cercles  des  neuf  points  des  triangles  qui  ont  un  même  som- 
met, donc  par  rapport  à  ceux  de  tous  les  triangles.  Getle 
puissance  est  d'ailleurs  nulle;  considérons  en  effet  un  triangle 
conjugué  qui  a  un  sommet  au  foyer;  il  est  rectangle  en  ce 
point;  donc  son  cercle  des  neuf  points  y  passe. 

11.  —  On  sait  que  deux  trièdres  trirectangles  qui  ont  même 
sommet  sont  les  extrémités  d'une  chaîne  de  quatre  trièdres 
trirectangles  de  même  sommet,  dans  laquelle  deux  trièdres 
consécutifs  quelconques  ont  une  face  commune.  Transportons 
ces  quatre  trièdres  parallèlement  à  eux-mêmes  de  façon  que 
leurs  faces  soient  tangentes  à  la  quadrique.  Nous  voyons  ainsi 
que  deux  trièdres  trirectangles  dont  les  faces  sont  tangentes 
à  la  quadrique  forment  avec  deux  autres  trièdres  trirectangles 
circonscrits  une  chaîne  dans  laquelle  deux  trièdres  consécutifs 
quelconques  ont  une  face  commune. 

Le  résultat  s'étend  à  des  trièdres  d'une  involution  ternaire 
quelconque. 

En  voici  quelques  applications  : 

12.  Théorème  de  Monge.  —  Gonsidérons  un  trièdre  trirectangle 
variable  dont  les  faces  sont  tangentes  à  une  quadrique.  Quand 
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il  varie  en  conservant  une  même  face,  les  deux  autres  restent 
parallèles  à  une  perpendiculaire  à  la  face  fixe  et  par  suite 
sont  tangentes  au  cylindre  circonscrit  à  la  quadrique  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  cette  direction.  Les  traces  des 
faces  variables  sur  la  face  fixe  sont  tangentes  à  la  section 
droite  du  cylindre  par  cette  face;  elles  sont  de  plus  rectan- 
gulaires; le  sommet  du  trièdre  est  donc  à  une  distance  cons- 
tante d'un  point  de  l'axe  du  cylindre  et  en  particulier  du 
centre   0   de  la  quadrique  qui  est  sur  cet  axe. 

On  voit  donc  que  la  distance  du  sommet  du  trièdre  au  centre 
de  la  quadrique  est  la  même  quand  le  trièdre  varie  en  conser- 
vant une  face;  donc,  d'après  ce  qui  précède,  elle  est  la  même 
dans  toutes  les  positioDS  du  trièdre.  C'est  le  théorème  de 
Mouge. 

13.  Généralisation  du  théorème  de  Monge.  —  Dans  la  remarque 
du  paragraphe  \\,  nous  pouvons  déplacer  les  quatre  trièdres 
trirectangles  parallèlement  à  eux-mêmes  de  manière  que  les 
faces  de  chacun  d'eux  deviennent  respectivement  tangentes  à 
trois  quadriques  homofocales. 

Cela  posé,  considérons  un  trièdre  Irirectangle  variable  dont 
les  faces  sont  respectivement  tangentes  à  trois  quadriques 
homofocales.  Quand  il  varie  en  conservant  une  face  tangente  à 
l'une  de  ces  quadriques,  les  deux  autres  faces  restent  paral- 
lèles à  une  perpendiculaire  à  la  face  fixe  et  par  suite  sont 
respectivement  tangentes  aux  cylindres  circonscrits  aux  deux 
autres  quadriques  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  cette 
direction.  Les  traces  des  faces  variables  sur  la  face  fixe  sont 
respectivement  tangentes  aux  sections  droites  des  cylindres 
par  cette  face  qui  sont,  d'après  un  théorème  connu,  des 
coniques  homofocales;  comme  les  deux  traces  sont  rectangu- 
laires, le  sommet  du  trièdre  décrit  une  circonférence,  c'est  la 
généralisation  du  théorème  de  Monge  dans  le  plan  ;  et  le  centre 
de  cette  circonférence  est  un  point  de  l'axe  commun  des  deux 
cylindres,  qui  passe  par  le  centre  0  des  quadriques  homo- 
focales. Le  sommet  du  trièdre  variable  est  donc  à  une  dis- 
tance constante  de  ce  point  0,  quand  le  trièdre  conserve  une 
face  fixe.  D'après  la  remarque  préliminaire,  celte  distance  est 
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la  même  pour  toutes  les  positions  du  trièdre  trireetangle 
variable. 

14.  Théorème.  —  Considérons  un  trièdre  variable  dont  les 
faces  sont  tangentes  à  une  quadrique  et  sont  parallèles  à 
trois  plans  diamétraux  conjugués  de  cette  quadrique.  —  Quatid 
il  varie  en  conservant  une  face  fixe,  les  deux  autres  restent 
parallèles  au  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  cette  face 
et  par  suite  sont  tangentes  au  cylindre  circonscrit  à  la  qua- 
drique dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  ce  diamètre.  Le 
plan  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre  avec  la  quadrique 
est  parallèle  à  la  face  fixe;  les  traces  des  faces  variables  sur 
ce  plan  sont  tangentes  à  la  courbe  de  contact  et  sont  parallèles 
à  deux  diamètres  conjugués  de  cette  conique.  Le  point  d'inter- 
section décrit  donc  une  conique  homolliétique  et  concentrique  :  c'est 
un  tbéorème  connu  de  géométrie  plane.  Le  lieu  du  sommet  du 
trièdre  est  la  projection  de  cette  conique  sur  le  plan  delà  face 
fixe,  parallèlement  aux  génératrices  du  cylindre. 

Considérons  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  la  qua- 
drique et  pour  base  le  lieu  du  sommet  du  trièdre,  tracé  sur 
la  face  fixe.  Ce  cône  et  le  cylindre  sont  coupés  suivant  deux 
coniques  homotbétiques  et  concentriques  par  tout  plan  paral- 
lèle à  la  face  fixe.  Un  tel  plan  donne,  d'ailleurs,  dans  la 
quadrique  et  le  cylindre,  deux  sections  homotbétiques  et 
concentriques  ;  il  détermine,  par  suite,  dans  le  cône  et  la 
quadrique  deux  coniques  homotbétiques  et  concentriques. 
Ces  deux  courbes  coïncideront  si  le  plan  considéré  est  mené 
par  un  point  de  l'intersection  du  cône  et  de  la  quadrique.  De 
sorte  que  le  cône  rencontre  la  quadrique  suivant  deux 
coniques  situées  dans  des  plans  parallèles  à  la  face  fixe. 

Il  en  résulte  que  le  rayon  vecteur  qui  va  du  centre  de  la 
quadrique  au  sommet  du  trièdre  variable  est  partagé  par  la 
quadrique  dans  un  rapport  constant,  quand  le  trièdre  varie 
en  conservant  une  face  fixe;  il  l'est  aussi,  d'après  la  remarque 
du  paragraphe  11,  dans  toutes  les  positions  du  trièdre;  c'est-à- 
dire  que  le  lieu  du  sommet  du  trièdre  est  une  quadrique  homothé- 
tique  et  concentrique. 
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15.  Généralisation  du  théorème  précédent.  —  Considérons  un 
trièdre  variable  dont  les  faces  sont  respectivement  tangentes 
à  trois  quadriques  homolhétiques  et  ayant  un  même  centre  0, 
cl  sont  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  ces 
quadriques. 

Quand  il  varie  en  conservant  une  face  fixe  tan;jente  à  l'une  de 
ces  quadriques,  les  deux  autres  faces  restent  parallèles  au 
diamètre  conjugué  de  la  direction  de  cette  face  et  par  suite 
sont  respectivement  tangeutes  aux  cylindres  circonscrits  aux 
deux  autres  quadriques  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  ce  diamètre.  Les  courbes  de  contact  des  cylindres  et  des 
quadriques  sont,  dans  le  plan  parallèle  à  la  face  fixe  qui 
passe  parle  centre  0,  des  coniques  homotliétiques  et  concen- 
triques; les  traces  des  faces  variables  sur  ce  plan  sont  respec- 
tivement tangentes  aux  courbes  de  contact  et  sont  parallèles 
à  deux  diamètres  conjugués  de  ces  coniques.  Le  point  d'inter- 
section décrit  donc  une  conique  homolhétique  et  concentrique  :  c'est 
un  théorème  connu  de  géométrie  plane.  Le  lieu  du  sommet 
du  trièdre  est  la  projection  de  cette  conique  sur  le  plan  de  la 
face  fixe,  parallèlement  aux  génératrices  des  cylindres. 

Comme  précédemment,  considérons  le  cône  qui  a  pour 
sommet  le  centre  0  etpour  base  le  lieu  du  sommetdu  trièdre 
dans  la  face  fixe.  Ce  cône  et  les  cylindres  sont  coupés  suivant 
deux  coniques  homothétiques  et  concentriques  par  tout  plan 
parallèle  à  la  face  fixe  ;  un  tel  plan  donne,  d'ailleurs,  dans  la 
quadrique  tangente  à  cette  face  et  les  cylindres  deux  sections 
homothétiques  et  concentriques;  il  détermine  donc  dans  cette 
quadrique  et  le  coue  deux  coniques  homolhétiques  et  concen- 
triques. Ces  deux  courbes  coïncideront  si  le  plan  considéré 
est  mené  par  un  point  de  l'intersection  du  cône  et  de  la  qua- 
drique. De  sorte  que  le  cône  rencontre  la  quadrique  suivant 
doux  coniques  situées  dans  des  plans  parallèles  à  la  l'ace  fixe. 

Il  en  résulte,  comme  précédemment,  que  le  lieu  du  sommet 
du  trièdre  variable  est  une  quadrique  homolhétique  et  concen- 
trique. 

16.  Autre  méthode  de  démonstration .  —  Considérons  un 
triangle  ABC  d'une  involution  ternaire  et  faisons-lui  corres- 
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pondre  une  conique  Q  circonscrite ,  déterminée  d'ailleurs 
par  des  conditions  indépendantes  du  triangle.  Il  s'agit  de 
trouver  une  propriété  commune  à  deux  coniques  Q  et  Q' 
correspondant  aux  triangles  ABC  et  A'B'C  qui  sont  deux 
triangles  quelconques  de  l'involution. 

D'après  le  théorème  de  Poncelet,  w  étant  un  point  commun 
aux  deux  coniques,  on  peut  leur  inscrire  respectivement  deux 
triangles  œa[3  et  wa'p'.  Les  coniques  qui  correspondent  à  ces 
deux  triangles  sont  évidemment  les  coniques  Q  et  Q'.  de 
sorte  que  nous  sommes  ramenés  à  chercher  la  propriété 
commune  à  deux  coniques  qui  correspondent  à  deux  triangles 
de  l'involution  ayant  un  même  sommet:  c'est  le  résultat  auquel 
nous  aurait  conduits  r application  du  premier  théorème  fonda- 
mental. 

Nous  pouvons  remplacer  corrélativement  les  triangles  par 
destrièdres,  les  coniques  par  des  cônes.  De  même,  nous  pou- 
vons faire  un  raisonnement  analogue  sur  des  coniques  et  des 
cônes  inscrits  dans  les  triangles  et  los  trièdres. 

17.  iipp/ira/zww. —l°Cousidérons  un  triangle  ABU  variant 
eu  involution  et  faisons-lui  correspondre  le  cercle  qui  lui  est 
circonscrit,  d'où  une  seconde  démonstration  du  théorème  de 
Faure. 

2°  Considérons  un  trièdre  variant  en  involution  dont  le 
sommet  est  un  point  0  d'une  quadrique  et  dont  les  arêtes 
rencontrent  la  quadrique  en  A,  B,  C.  Nous  pouvons  lui  faire 
correspondre  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  0  et  pour 
base  la  conique  de  la  quadrique  qui  passe  par  les  points  A,B,C  ; 
d'où  une  seconde  démonstration  du  théorème  de  Frégier. 

3"  Considérons  un  trièdre  trirectaugle  dont  le  sommet  est  au 
centre  0  d'une  quadrique  et  dont  les  arêtes  rencontrent  la 
quadrique  en  A,  B,  C.  Nous  pouvons  lui  faire  correspondre 
le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  0  et  pour  base  la  conique 
d'intersection  de  la  quadrique  par  le  plan  ABC.  La  remarque 
précédente  nous  permet  d'en  déduire  une  seconde  manière 
de  montrer  que  la  distance  du  centre  0  au  plan  ABC  est 
constante. 
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18.  — Considérons  maintenant  les  cônes  circonscrils  à  une 
quadrique,  auxquels  ou  peut  circonscrire  un  trièdre  dont  les 
faces  sont  parallèles  à  celles  d'un  trièdre  d'une  involution 
ternaire.  Cherchons  une  propriété  commune  de  leurs  sommets. 
Deux  de  ces  cônes,  étant  circonscrits  à  une  même  quadrique, 
ont  un  plan  tangent  commun.  Comme,  d'après  le  théorème  de 
Poncelet,  on  peut  leur  circonscrire   une  infinité  de  trièdres 
parallèles  à  ceux  de  l'involution,  on  peut  en  particulier  cir- 
conscrire à  chacun  d'eux  un  trièdre  dont  une  face  coïncide 
avec  le  plan  tangent.  En  conséquence,  nous  sommes  ramenés 
à  trouver  la    propriété  commune  aux  sommets  des  trièdres 
circonscrits  à  la  quadrique  et  parallèles  aux  trièdres  de  l'in- 
volution, dans  le  cas  particulier  où  ces  trièdres  ont  une  face 
commune.  Nous   l'avons  trouvée  lorsque  l'involution  a  pour 
cône  de  base  un  cône  isotrope  et  lorsque  son  cône  de  base  est 
le  cône  asymptote  de  la  quadrique.  Ce  qui  nous  donne  une 
seconde  manière  d'établir  le  théorème  de  Monge  et  celui  du 
paragraphe  I  i.  (A  suivre.) 


VOLUME  DES  SEGMENTS 

DE    SPHÈRE,    d'ellipsoïde    ET   d'hYPERBOLOÏDES 
Par  F.  a. 


La  formule  qui  donne  le  volume  d'un  segment  sphérique, 
CQ  fonction  de  la  hauteur  et  de  la  section  équidistante  des 
bases,  ou 

dans  laquelle  p  est  le  rayon  de  la  section  équidistante,  est 
fort  remarquable  :  elle  méritait  bien  d'être  rappelée  (J.  M.  E., 
189o,  p.  242). 

Cette  formule  est  due  à  Maclalrin  (Traité  des  fluxions,  tra- 
duit par  le  R.  P.  Pézenas,  page  xxv  de  l'Introduction).  De  nos 
jours,  elle  a  été  retrouvée  par  M.  Dkshoves  (Questions  de  Géo- 
métrie), et  reproduite  eu  1875  et  1878  dans  les  Éléments  de  (Jéo- 
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métrîe,  par  F.  I.  G.  Le  théorème  a  été  développé  et  complété, 
eu  1877,  dans  l'Appendice  aux  Exercices  de  Géomètnc,  par  F.  I.  G. 
Voici  les  principaux  résullats  indiqués  aux  n°*  833,  843,  844 
et  848. 

1°  La  formule  (1)  peut  s'écrire 

■Kh^ 

(2(  V    =    TTûVi 

^    '  12 

Ainsi  :  Le  segment  sphénque  est  équivalent  au  cylindre  de  même 
hauteur,  dont  la  base  est  la  section  équidistante  des  deux  bases  du 
segment,  moins  la  moitié  de  la  sphèt^e  qui  apour  diamètre  la  hau- 
teur du  segment. 

2°  Le  volume  du  segment  des  liyperboloïdes  équilatères, 
soit  à  une  nappe,  soit  à  deux  nappes,  est  donné  par  la  formule  : 

(3)  V  =  tt/i  (p^  +  ~)  . 

Ainsi  :  Tout  segment  d  hyperboloïde  équilalère  est  équivale7it  au 
cylindre  de  même  hauteur,  ayant  pour  base  la  section  équidistante 
des  deux  bases  du  segment,  plus  la  moitié  de  la  spJière  qui  a  pour 
diamètre  la  hauteur  du  segment. 

3°  Les  segments  correspondants  des  corps  engendrés  par 
une  ellipse,  une  parabole,  une  hyperbole  ayant  même  axe  de 
rotation,  même  sommet,  même  paramètre,  sont  donnés  par  la 
formule  : 

(4)  î;  =  x/i^p^  +  ^) . 

On  sait  que  les  coniques  ont  pour  équation  : 

y^  =  2px  +  qx^; 

b^  b'  è* 

en  posant    P  =  -,    et  ç  =  -  -  ,    =  o,    -=  +  -, 

suivant  le  genre  de  la  courbe;  ainsi  :  Le  segment  parabolique  est 

la  moyenne  arithmétique  des  segments  correspondants  elliptique  et 

hyperbolique. 

4°  Les    segments    d'ellipsoïde  et   d'hyperboloïde   à   deux 

nappes,  engendrées  par  les  courbes 

x"'       y"^ 

—   -^  —  —  i 

en  tournant  autour  de   OX,  sont  donnés  par  les  formules 
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(5)  y  =  TrpVi  - 

(6)  V  =  Trp^/l  + 


12    a* 


12     a^ 

L'ellipsoïde   — r- •  —    dont  on  retranche,  ou  auquel  on  ajoute 

la  moitié  est  semblable  au  proposé. 

o"  On  obtient  des  formules  analogues,  lorsque  les  trois  axes 
sont  inégaux,  ainsi  que  pour  l'ellipsoïde,  on  aurait  : 

^  '  "  12    a" 

p  et  p'   étant  les  demi-axes  de  la  section  équidistante. 

G*^  Les  segments  d'ellipsoïde  et  d'hyperboloïde  à  une  nappe, 
engendrés  par  les  courbes 

-   ±  f   =^  r, 

en  tournant  autour  de  l'axe  non  transverse  de  l'hyperbole, 
sont  donnés  par  les  formules 

8  v^T.,-h -, 

1°  Une  série  cl' hy perboles  ayant  les  deux  mêmes  asymptotes 
tournent,  ainsi  que  ces  droites,  autour  de  OX  ;  elles  engendrent 
des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  le  cône  asymptote  et  des  hyper- 
boloïdes  à  une  nappe;  les  segmenta  obtenus,  en  coupant  le  système 
par  des  plans  perpendiculaires  à  OX,  sont  équivalents  entre  eux, 
lorsqu'ils  ont  même  hauteur  et  même  section  équidistante. 

8°  Le  calcul  intégral  conduit  directement  aux  formules  ci- 
dessus,  lorsqu'on  met  l'origine  au  milieu  de  la  hauteur  du 
segment,  et  qu'on  prend  l'intégrale  définie,  en  faisant  varier 

a-  de à     +  -  .    (Voir  Appendice  F.  L  C.  ;  n°  89-2.  — 

L'historique  de  la  question  est  donné  dans  les  Exercices  de 
iiéométrie,  F.  L  C.  ou  F.  J.,  n°  1933.) 
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DEMONSTRATION 
d'une  proposition  conduisant  a  la  relation 

ENTRE  LES  TROIS  COTES  d'uN  TRIANGLE  ET  UNE  RISSECTRICE 
Par  M.  liiauTernay. 


Théorème.  —  Si  par  le  pied  D  de  la  bissectrice  intérieure 
de  l'angle  A.  d'un  triangle  ABC,  on  mène  DE  perpendiculaiî^e 
à  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  B  et  DF  perpendiculaire  à 
la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  G,  la  bissectrice  AD  est  moyenne 

géométrique    entre    les 
segments  AE,  AF. 

Soit  E'  le  point  sy- 
métrique   de     E    par 
£  rapport  à  AD,   on  a 

AE'  =  AE_ 
et     AE'D  =  AED 


CDA 


Les  droites  DE',  DF  sont  donc  antiparallèles  par  rapport  à 
l'angle  DAG,   par  conséquent  AD"-^  =  AE'.AF  ^  AE.AF. 

Corollaire.  —  Ona  

6c  =-  DB.DG  +  ADl 
_Car 

AD'  =^  (AB  -  BD)(AG  +  CD)  =  bc  -  BD.CD  +  (c.CD  -  Ô.BDj, 
or  c.CD  =:  6.BD, 

donc,  etc. 
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Calcul  de   AD  : 

ac  2c(p  —  a) 


On  a        AE  =  c  -  BD  =  6-  - 
AF  ^  Gb  +  D  =  b  + 
d'où  ÂÛ-  ^ 


6  -H  c  b  -h  c 

ab  2b  p 

b  +  c  b  +  c 
^.bcpip  —  a) 


{b  +  Cj- 

Ou  fera  une  démonstration  analogue  pour  la  bissectrice  exté- 
rieure. 


LA  MULTIPLICATION  RUSSE 

Par  M.  <)ioyens. 


La  démonstration  de  la  règle  démultiplication  des  paysans 
russes,  indiquée  (p.  23),  me  semble  1res  simple. 

Il  suffit,  en  effet,  d'observer  que  le  produit  ne  change  pas 
si,  divisant  le  multiplicande  par  2,  on  multiplie  le  mul- 
tiplicateur par  2.  Quand  le  multiplicande  est  pair,  le  produit 
n'a  donc  pas  changé,  tandis  que  si  l'on  a  un  multiplicande 
impair,  dans  le  multiplicande  suivant  on  néglige  1/2,  ce  qui 
revient  à  négliger  le  multiplicateur  précédent. 

Exemple  ;  3  5  X  42  —  171/2.84=  1 7 .  84  -t-  42  =  8 1/2 . 1 68  +  42 
=  8.168  +  84  +  42  =  4.336  +  84  -+-  42 

—   2,672   -I-   84  4-  42  ==    I  .  1.344  4-  84  4-  42   =    1  470. 


BIBLIOGRAPHIE 


Exercices  de  Géométrie  comprenant  Vexposé  des  méthodes  Geométiitjiics 
cl  2.U00  questions  rriolues,  par  F.  J.  (3'  cdit.,  —  Tours,  A.  Marne  et  fils, — 
Paris,  Cb.  Poussiel.^^ue,  15,  rue  Cassette). 

J'ai  dit  autrefois  tout  le  bien  que  je  pensais  de  cet  ouvrage;  la  leciure 
que  je  viens  de  faire  de  la  troisième  édition  m'a  singulièrement 
confirme  dans  cette  opinion.  Je  suis  pers,uadé  que  les  professeurs  à 
qui  ce  livre  est  inconnu  me  sauront  ,^ré  de  leur  signaler  un  recueil  où 
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ils  trouveront  une  exposition  fort  nette  et  très  complète  de  l'ensemble  des 
proprie'tés  géométriques  élémentaires  découvertes  en  ces  dernières  années. 
L'ouvrage  est  rempli  de  renseignements  bibliographiques  qui  permettront 
aux  esprits  curieux  de  remonter  aux  sources  originales  et  de  compléter 
ainsi  leur  instruction  sur  les  points  qui  leur  paraîtront  plus  particulière- 
ment intéressants. 

L'auteur  a  bien  voulu  reconnaître  que  le  Journal  de  Mathématiques  avait 
été,  en  France,  le  propagateur  énergique  de  la  géométrie  du  triangle.  Je 
le  remercie  de  cette  appréciation  et  je  la  crois,  en  effet,  très  exacte;  du 
moins  si  l'effet  produit  a  été  en  rapport  avec  Tintenlion  et  l'effort  de  volonté 
que,  pour  ma  part,  j'ai  appliqué  dans  la  circonstance  rappelée. 

La  Société  d'Éditions  scientifiques  (4,  rue  Antoine-Dubois),  poursuivant 
la  publication  dont  nous  avons  récemment  parlé,  vient  de  faire  paraître  : 

1°  La  Cosmographie,  par  M.  E.  Jablonski,  professeur  agrégé  au 
lycée  Gharlemague. 

Cet  ouvrage  [à  l'usage  des  candidats  aux  baccalauréats  de  l'enseigne- 
ment secondaire  (')]  est  un  résumé,  qui  nous  a  paru  très  bien  ordonné, 
du  cours  classique  de  cosmographie,  tel,  autant  qu'il  nous  souvient,  qu'il 
était  autrefois  enseigné,  et  qui  ne  paraît  guère  avoir  été  soumis  aux  inno- 
vations. Nous  n'en  sommes  pas  autrement  surpris.  On  peut,  en  effet,  chan- 
ger bien  des  programmes,  multiplier  les  baccalauréats  de  nuances 
diverses  et  les  expériences  pédagogiques;  mais  il  paraît  difficile  de  modi- 
fier le  cours  élémentaire  de  cosmographie.  Celui-là,  plus  heureux  que 
d'autres,  semble,  pour  longtemps,  à  l'abri  des  réformes. 

2°  La  Géométrie  descriptive  (**),  par  M.  L.  Gérard,  docteur  es 
sciences,  professeur  agrégé  au  Lycée  Ampère. 

3"  Un  Précis  de  sciences  naturelles  (  Anatomie  et  physiologie  animales 
et  végétales)  à  l'usage  des  candidats  à  l'Institut  national  agronomique,  à 
l'École  normale  secondaire  de  Sèvres,  etc.;  par  M.  J.  Anglas,  licencié 
ès-science  physiques  et  ès-sciences  naturelles. 

Nous  signalerons  encore  dans  ce  bulletin  bibliographique  quelques 
ouvrages  pouvant  intéresser  nos  lecteurs. 

D'abord,  deux  livres  de  iL  P.  Brasseur,  professeur  à  l'École  normale 
de  Lierre  (Belgique)  : 

1"  Note  sur  la  décomposition  en  facteurs  des  quantités  algé- 
briques, suivie  d'une  Note  sur  la  discussion  des  problèmes  du  premier  degré 
(8"  édition,  revue  et  augmentée:  prix  1  fr.  10 c,  chez  l'auteur,  8,  rue  Ro- 
dolphe, à  Anvers). 

2°  Notions  sur  la  résolution  des  problèmes  de  construction 
(  5°  édition,  prix  2  francs). 

(*)  Classique,  1°  partie;  2«  partie;  2'  série. 

Moderne,         —  —         2«  et  3»  séries  (prix  :  0  ir.  75). 

(**)  Deux  volumes  : 

L'un  à  l'usage  des  candidats  aux  baccalauréats  de  l'enseignement  secon- 
daire moderne  (2"  partie,  2«  série); 

L'autre,  à  l'usage  des  candidats  aux  baccalauréats  de  l'enseignement 
secondaire  :  classique;  2°  partie,  2'=  série,  et  moderne,  1'  partie,  2' partie, 
2'  série  (prix  1  fr.  75  c). 
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Ces  deux  volumes,  qui  ont  eu,  en  Belgique,  un  grand  succès,  succès 
très  mérité,  d'ailleurs,  nous  paraissent  devoir  intéresser  plus  particuliè- 
rement l'enseignement  des  Écoles  normales  primaires. 

Puis: 

1°  Une  note  de  M.  J.  Boyer,  professeur  de  sciences  mathématiques  et 
physiques  à  Paris,  sur  le  mathématicien  François-Joseph  Servois. 

Ceux  qui  connaissent  notre  Géométrie  de  la  Règle  el  de  l'Equerre  savent 
que  nous  y  avons  mis  en  lumière,  à  propos  du  livre  de  Servois  que  nous 
avons  eu  souvent  occasion  de  citer,  au  cours  de  ce  travail,  le  grand  mérite 
de  ce  professeur  mathématicien  aujourd'hui  oublié  ! 

M.  Boyer,  dans  la  brochure  citée,  a  remis  en  lumière  les  mérites, 
modestes  sans  doute,  mais  très  réels,  de  Servois.  Nous  nous  associons 
pleinement  au  jugement  qu'il  a  porté  sur  ce  géomètre. 

2^  Une  petite  brochure  du  général  Frolov,  membre  de  la  Société  matbé- 
tique  de  France  (librairie  Gauthier-Villars,  2«  tirage,  complété),  relative  à 
la  démonstration  de  l'Axiome  XI  d'Euclide. 

Le  général  Frolov  est  un  euclidien  déterminé  et  il  cite  dans  sa  préface 
ces  paroles  tirées  des  Leçons  nouvelles  sur  r  Analyse  infinitésimale  de  M.  Méruy. 
«  Le  seul  secret  des  choses  qui  existent  est  trop  difficile  à  pénétrer  pour 
qu'il  puisse  être  bien  sage  à  nous  de  lâcher  la  proie  pour  l'ombre  en  consu- 
mant nos  efforts  dans  les  conquêtes  d'un  monde  imaginaire.  » 

Nous-même  (/.  M.  S.  1893,  p.  158),  ayant  eu  l'occasion  de  manifester 
notre  opinion  sur  ce  sujet,  nous  avons  exprimé  notre  pensée  sur  les 
recherches  non -euclidiennes  et  sur  quelques  autres  dans  des  termes  que 
nous  demandons  la  permission  de  reproduire  ici  : 

«  Je  n'ai  jamais  été  partisan  de  la  géométrie  non-euclidienne,  parce  que 
je  ne  crois  pas  utile  de  perdre  de  vue,  dans  les  spéculations  mathématiques, 
le  champ  réel.  Si  l'on  consent  à  l'abandonner  à  un  instant  donné,  et  Ton 
est  parfois  contraint  de  le  faire,  ce  doit  toujours  être  avec  l'arrière-pensée 
de  revenir  aux  applications  ;  enfin,  l'excursion  faite  dans  le  champ  idéal 
doit,  pour  être  vraiment  digne  de  notre  aUention,  servir  tôt  ou  tard  à  des 
faits  positifs,  susceptibles  d'être  utilisés  dans  la  géométrie  euclidienne  et 
dans  toutes  les  sciences  qui  s'y  rattachent  :  la  Mécanique,  l'Astronomie,  etc. 
Toute  autre  chose  ne  me  paraît  être  qu'un  jeu  d'esprit  qui,  malheureuse- 
ment, pour  intéressant  qu'il  soit,  nous  prend  un  temps  et  des  forces  que 
nous  pourrions  peut-être  mieux  employer  ;  or,  Franklin  l'a  dit  avec  raison  : 
a  Ne  gaspillez  pas  le  temps,  car  c'est  l'étotfe  dont  la  vie  est  faite.  » 

Et  plus  tard,  [J.  M.  S.,  1894,  p.  259),  à  propos  de  l'analyse  que  je  faisais 
d'un  ouvrage  de  M.  Drach,  revenant  sur  cette  thèse  du  temps  mal  dépensé, 
je  disais  encore  :  «Je  vois  à  regret  un  jeune  et  bon  esprit  se  lancer  dans  le 
courant  philosophique  qui  pousse,  loin  des  recherches  vives,  dans  des 
sphères  singulièrement  nuageuse^  et,  je  crois,  improductives,  des  etiorts 
qui  pourraient  trouver  un  meilleur  emploi.  Ce  mouvement  d'entraînement 
qui  a  pour  conséquence  de  détacher  les  forces  de  leurs  véritables  points 
d'application  est  encore  peu  sensible.  Je  crains  qu'il  ne  se  généralise  et» 
tout  en  reconnaissant  les  fruits  excellents  que  l'esprit  philosophique  a  autre- 
fois produits,  sans  mettre  en  doute  l'action  qu'il  exerce  encore  aujourd'hui 
sur  nos  recheiches,  je  crois  que,  poussé  trop  loin,  il  ne  saurait  contribuer 
d'une  façon  sensible  au  but  véritable,  celui  que  les  jeunes  mathématiciens 
ne  doivent  jamais  perdre  de  vue,  le  progrès  des  mathémaiiques.  » 

La  brochure  du  général  Frolov  a  réveillé  chez  moi  ces  idées,  autrefois 
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exprimées .  J'ai  pensé  qu'il  serait  utile  de  les  reproduire  ici,  pour  les  sou- 
mettre à  la  réflexion  des  jeunes  geus  trop  enclins  à  se  diriger  vers  ces  points 
brillants,  d'une  exploitation  relativement  facile,  mais  qui  prennent  leur 
temps  et  leurs  forces,  hélas  !  sans  profit  pour  la  science,  G.  L. 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Aug'.  Boutin. 


415.'^ —  Soient  M  et  M'  les  cerdres  des  cercles  tangents  aux 
trois  cercles  décrits  des  sommets  d'un  triangle  comme  centres  et 
tangents  entre  eux  extérieurement,  deux  à  deux;  M.  E.  Lemoine  a 
trouvé 'pour  les  coordonnées  barycentriques  de  ces  points  : 

^       ^       P       ^       ï 
r'  ii:  a       r"  ii:  b       r"  ■:+.  c 

Si  on  prend  pour  triangle  de  référence  le  triangle  podaire  de  I,  du 
triangle  primitif,  les  coordonnées  normales  de  ces  deux  points  deviennent  : 
é*^  sin  A  d^cos  A)  c-  y($  sin  B  rir"cos  B)  r=  3(é  sin  G  rr;'  cos  G). 

Ges  formules  montrent  que  les  inverses  Ma ,  Mo  de  ces  points  appar- 
tiennent à  l'hyperbole  de  Kiepert^  du. triangle  podaire  de  I  et  corres- 
pondent à  l'angle  de  Kiepert,  -t^blte^l  =  ±2;  ce  qui  fournit  une 
construclion  très  simple  de  ces  points,  et  montre,  en  outre,  qu'ils  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  IF. 

416.  —  Dans  un  triangle,  ô  étant  V angle  de  Brocard,  on  a: 
Sa^  —  4S  cotg  0 
Sa^b^  =  4S'(i  +  colg-'O). 

Ces  deux  formules,  bien  connues,  ne  sont  indiquées  que  pour  mémoire. 
Sa'  =  8S2(cotg2  9  —  i) 
Sa6  =  i6S3  cotg  0  (cotg^ô  —  3)  +  48R2S2 
Sa<62  _  i6S3  cotgO  (cotgs  6  +  i)  —  ^SR'^S'- 
Zu^b^=  32S''  (cotg'' 6  —  i)  —  64R2S'  cotgO 
Sa'^b'^:  i6S^  (cotg2  6+  i)^—  i2  8R2S3cotgO 
Sos  =  32S*  (cotg»  6  —  6  cotg''  9  +  i)  +  256R2S'  cotg  0 
Srt'"  =  648^  cotg  0  (cotg*  0  —  iocotg-0  +  5)4-32oR-S'*(3  cotg- 6—  i) 
Ho^fc"  =  648^  cotg  6  (cotg^  9  —  2  cotg*  0  —  3)  +  64  R^S*  (cotg-  0  -f-  5 ) 
So^b^  =  648-^  cotgù  (cotg^O  -+-  i)»  —  64R2S'*  (9  cotg'- 6  +  i). 
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BACCALAURÉATS 

(OCTOBRE  1895) 


Académie  de  Lyon. 

BACCALAURÉAT  COMPLET 

L  Démontrer  que  deux  quadrilatères  sont  équivalents  lorsque  leurs 
diagonales  ont  des  longueurs  égales  et  que  les  angles  qu'elles  forment 
entre  elles  sont  égaux. 

II.  Problème.  —  Calculer  la  surface  d'un  quadrilatère  dans  lequel  :  !•  les 
diagonales  ont  pour  longueurs  : 

AC  =  6">,7i;  BD  — 5'",42; 

2»  l'angle  en   I   le  plus  petit  des  deux  : 

I  =  79»,  3o',  i5". 

On  calculera  la  surface  en  centimètres  carrés  et  l'on  donnera  sa  valeur 
en  ares  et  fractions  de  l'are. 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE 

T.  Questions  au  choix:  X"  Tout  déplacement  d'une  figure  plane  de  forme 
invariable  dans  un  plan  se  ramène  à  une  rotation  ou  à  une  translation. 

2"  Inscription  dans  un  cercle  d'un  décagone  régulier. 

3°  Mesure  de  la  surface  du  rectangle. 

II.  Problème.  —  Deux  forces  P  et  Q  appliquées  à  un  corps  solide  font  entre 
elles  un  angle  x.  Trouver  leur  résultante  R  et  les  angles  que  fait  sa 
direction  avec  celle  des  deux  forces  données. 

Application.  —  P  =  12  kil.  235  :  Q  =  2,649,  «  =  ^b'Si'b". 


Académie  de  Montpellier. 

Résoudre  l'équation 

\J2x  ^  3  -h  \Jb  —  8a;  =  ^40;  -f-  7. 
Déterminer  les  angles  x,  y  qui  vérifient  les  relations 
tgx  ^  r/  cotg  y,  tg  2.C  ;=  b  cotg  y. 

Discus^ion. 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE 

1»  Un  triangle  rectangle  ABC   tourne  auloui  de  l'hypoténuse  BC. 

Déterminer  une  droite  EF  de  longueur  donnée,  dont  les  extrémités  E 
et  F  sont  situées  sur  les  côtés  AB  et  AC  du  triangle  et  telle  que  celte 
droite  EF  engendre  une  surface  équivalente  à  celle  d'un  cercle  donné. 
—  Discuter  le  problème. 

2"  Résoudre  tga;  +  tgy  =  '/,  cos  /■  4-  cos  1/  —  b  (*). 

(*)  C'est  la  seconde  fois  (V.  .lournal,  1895,  p.  86)  que  cette  question  est 
posée  aux  examens  de  Montpellier.  Cette  question  comporte  donc  une 
solution  simple,  que  j'ai  déjà  réclamée  do  l'obligeance  d'un  correspondant, 
n'ayant  pu  la  trouver  moi-môme.  Je  renouvelle  ici  cette  prière.    (G.  L.) 


4^i 
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QUESTION   659 

Solution  par  M.  Gotens. 


Dans  un  triangle  ABC,  on  considère  les  centres  Ob  et  Oc  des 
cercles  ex-inscrits  dans  les  angles  B  ef  C  e/  on  projette  ces 
centres  en  O3  et  0'^  sur  le  côté  BC.  La  droite  Oc  Ob  rencontre 
BG  en  Â'.  Montrer  que: 

i°  Les  points  A  et  A'  sont  conjujués  harmoniques  de  0^  et  0^. 

2°  L'ellipse  ayant  pour  sommets  du  grand  axe  les  points  0^  Ô^' 
et  passant  par  A  jouit  de  la  propriété  d'être  tangente  à  la  droite 
Oc  Ob  et  d'avoir  pour  foyers  les  points  B  et   C 

1°  Les  points   A   et  A'   sont  les  centres  de  similitude  des 

deux  circonféren- 
ces Oc  et  Ob,  donc 
ils  sont  conjugués 
harmoniques  des 
centres  Oc  et  Ob. 
2°  Soient  I  le 
point  de  contact 
du  cercle  Oc  avec 
AB,  et  K  le  point  de  contact  du  cercle  On  avec  AC.  On  a 

M  =  p  —  b,    AK  =  p  —  c,    AI  4-  AK  =  a, 
AB  -h  AG  =  AI  +  BI  -»-  AK  +  KG  =  a  +  0;  B  -h  0;  G  =  0;  o;. 
Le  point  A   est   donc  un  point  de  l'ellipse  dont    B    et    G 
sont  les  foyers  et  0'^.  0^  le  grand  axe. 

OcOb  est  la  tangente  en  A  à  cette  ellipse,  puisque  c'est 
ia  bissectrice  de  l'angle  extérieur  des  rayons  vecteurs  AB 
el  AG. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  L'Huillier,  Dkoz-Farny,  E.  Fou- 
CART  et  un  anonyme. 


QUESTION  660 

Solution  par  M.  A.  Dhoz-Far.ny. 


Soient    0  le  centre  d'inversion,  A  e^  B  deux  points  d'une  figure, 
A'  et  B'   les  points  correspondants  de  la  figure  inverse.  Démontrer 
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que  la  médiane  et  la  symédiane  du  triangle  AOB   issues  de  0, 
sont  respectivement  symédiane  et  médiane  du  triangle  A'OB'. 

(A..  Gazamian.) 

Le  théorème  devient  presque  évident  eu  choisissant  pour 
module  d'inversion  le  produit  OA.OB.  Le  triangle  OA'B' 
coïncide  avec  le  triangle  OAB   retourné. 

Or,  par  retournement  du  triangle,  la  médiane  fournit  son 
isogouale,  c'est-à-dire  la  symédiane  et  vice  versa. 


QUESTION  662  '-' 

Solution  par  M.  E.  Lemoine 


Dans  un  triangle  ABC   on  prolonge  ABrfeBD   égala  —    cl 

C* 

kCde  CE   égal  à  ~- ■    Montrer  que  les  quatre  points  B,  C,  D,  E 

sont  sur  une  même  circonférence  et  que  les  tangentes  en  B  e^  C  à 
cette  circonférence  passent,  l'une  par  un  des  points  de  Brocard, 
l'autre  par  l'autre. 

Nota.  —  L'angle  GDB  est  égal  à  l'angle  de  Brocard.  On  peut 
construire  ainsi  cet  angle  avec  une  simplicité  géométrographique 
égale  à  14.  ( Bernes. j 

Los  quatre  points   B,  C,  D,  E   sont  concycliques  puisque 

AB.AD  =  AC.AE  -^  c^  +  b\ 
Soit   co  le  centre  de  la  circonférence   BGDE   qui  se  projette 
eu   y'  sur  AB   en    a'  sur  BG.   Soit  B'  le  point  où  la  tangente 
en   B   à  la  circonférence   BGDE  coupe  AC;  B'  se  projette  eu 
a  sur  BG   en  y  sur  AB. 

Les  deux  quadrilatères  By'cox'  et  B'yBa  sont  semblables; 
on  a  donc 

a        c 
B'a  _  Ba'  _  T  _  6 
B^  ~  B/  ~   6*  "^  6  ' 
2C        a 
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Ce  qui  prouve  que   BB'   passe  par  le  point  rétrograde  de 

BrOcard  dont 
les  distances 
aux  trois  côtés 
sont  propor- 
tionnelles à 
s       c       a      b 

\        Y'     ~'     "' 

0       c       a 
I    On    démontre- 
rait  de   même 
que  la  tangente 
en  G  passe  par 
le  point  direct 
de  Brocard. 
Puisque  B'B   passe  par  le  point  rétrograde  de  Brocard,  en 
appelant  w   l'angle  de  Brocard,  on  a 

'  B'BG  =  Bcoa'  ==  BDC  =  co. 
Pour  construire,  par  cette  méthode,  l'augle  de  Brocard  le 
plus  simplement  possible,  je  vais  placer  D  le  plus  simplement 
possible  et  je  tracerai   CD. 

Je  suppose  qu'il  n'y  a  sur  la  ligure  que  les  trois  côtés  tlu 
triangle  ABC  qui  soient  tracés. 
Je  place  A'  symétrique  de  A  par  rapport  à  B 
Je  trace  A'(BA)  (*) 

Je  trace   B(AC)    qui  coupe  A'(BA)  en  V 
Je  trace  V(AC)  qui  coupe  AB  en  D  eten  B 
Je  trace   DG 

BDC  est  l'angle  de  Brocard  cherché,  obtenu  par  le  symbole 
op  :  (2R1  +  Ra  +  7G1  4-  4C3) 
Simplicité:  14;        Exactitude  :  9;         i  droite,  4  cercles. 

Pour  montrer  que   BD  —     —,  on  remarquerait  que  les  deux 

triangles  isocèles  semblables    VBD,  A'BV    qui  ont  l'angle 
VBD   à  la  base,  commun  donnent 


op:(2Ci^G,) 
op:(Ci  -t-Gj) 
op:  (3Gi  +  C,) 
op:(Gi  -HG3) 
op:(2R,  +  R3) 


BV 


BD 
BV 


d'oii 


BD  ^  -. 

c 


(*)  Je  rappelle  que  M(PQ)  désigne  le  cercle  de  centre  M  elde  rayon  PQ. 
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Remarques.  —  DE  passe  par  le  symétrique  de  A  par  rap- 
port au  milieu  de   BG. 

Pour  faire  celte  constractiou  il  faut  que  2BA'  soit  supé- 
rieure à  BV.  On  a  donc  2c  >  6  et  l'on  peut  toujours  choisir 
les  côtés    ô  et  c  de  façon  qu'elle  soit  remplie. 

Les  trois  circonférences  BCDE  et  1^  deux  autres  analogues 
ont  pour  centre  radical  l'inverse  du  milieu  de  la  ligne  qui 
joint  les  points  de  Brocard. 

Cette  construction  géomélrographique  de  l'angle  de  Brocard 
est  très  inléressante,  car  elle  réduit  notablement  le  symbole 
de  la  construction  la  plus  simple  qui  était  connue  pour  obtenir 
cet  angle  et  qui  était,  pour  moi,  la  suivante  : 

Je  trace  C(GB)  qui  coupe  GA  en  ji  dans  le  sens  GA,  puis 
A(GB)  qui  coupe  AB  en  a  dans  le  sens  AB  et  GA  en  [y.  dans 
le  sens  GA,  op  :  (3Gi  +  2G3);  je  trace  a(B3)  qui  coupe  A(GB) 
en  -  du  même  côté  de  AB  que  G,  op  :  (SCj  +  G3);  puis 
y.(BS)  qui  coupe  A(GB)  en  G',  point  sj^métrique  de  G  par 
rapport  au  milieu  de  AB,  op  :  (G\  4-  G3),  Je  trace  A:r  qui 
coupe  GB  en  J,  puis  G'J  op  :  (4R1  +  2R2);  il  est  facile  de 
démontrer  que  G'JB  est  l'angle  de  Brocard  obtenu  par  le 
symbole  :     op  :  (4R1  +  2R2  +  7G1  +  4G3). 

Simplicité  :  17;  exactitude:  ir;  2  droites,  4  cercles. 
A'oto.  — Solution  de  la  première  partie  par  MM.  L'Huillier  et  E.  Foucart. 

RAPPEL  DE  QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 


I4î>.  (/884.)  —  On  donne  deux  droites  fixes  et  un 
point  O.  Un  angle  AOB,  de  grandeur  constante, 
tourne  autour  du  point  0.  A  et  B  étant  les  points 
où  ses  côtés  rencontrent  respectivement  les  deux 
droites  fixes,  on  mène  OA'  perpendiculaire  à  OA, 
et  rencontrant  en  A'  l'une  des  droites  ;  OB',  per- 
pendiculaire à  (»B,  et  qui  rencontre  l'autre  droite 
en  B'  ;  enfin  on  projette  le  point  0  sur  les  trois 
droites  AB,  AA',  BB ,  en  a,  jB,  y.  Démontrer  que  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  a[i'  passe  par  un 
point  lixe,  et  touche  un  cercle  fixe.  [  WelL] 
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190.  (1885.)  —  On  donne  deux  droites  rectangu- 
laires Ox,  Oy  et  deux  droites  A,  A'  parallèles  à  Ox. 
Par  0,  on  mène  une  transversale  mobile  A"  qui 
rencontre  A  en  A',  A'  en  A'  ;  enfin  au  point  A,  on 
élève  une  perpendiculaire  A'I  égale  à  A'A. 

Gela  posé,  on  demande  de  déterminer  la  droite  A" 
de  façon  que  le  rectangle  A,  obtenu  en  abaissant, 
de  J,  des  perpendiculaires  sur  Oa;  et  Oy  soit  maxi- 
mum. 

On  suppose  ensuite  que  les  droites  A,  A'  se 
meuvent  parallèlement  à  elles-mêmes,  en  conser- 
vant une  distance  invariable  ;  à  chaque  position 
de  ces  droites  correspond  un  point  I,  déterminé 
comme  on  vient  de  le  voir.  Trouver  pour  quelle 
position  des  parallèles  le  rectangle  X,  correspon- 
dant à  ce  point,  est  minimum.  (G.  L.) 

^4^0.(1887.)  —  La  résultante  de  trois  forces  MA,  MB, 
MC  représentées  par  les  distances  d'un  point  quel- 
conque M  du  plan  d'un  triangle  aux  trois  som- 
mets, est  représentée  par  la  droite  qui  joint  M  à 
son  anticomplémentaire.  (J.  Neuberg.) 

iiA\,{l887 .)  —  Soient  M  et  M'  deux  points  inverses 
par  rapport  au  triangle  ABC.  La  résultante  de 
trois  forces  représentées  par  les  perpendiculaires 
abaissées  de  M'  sur  les  côtés  de  ABC  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  qui  est  harmoniquement  associée 
à  M.  (J.  Aeuberg.) 

«  8  4.  (1888.)  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  équi- 
latéral,  on  construit  des  triangles  isoscèles.  Étant 
donnés  le  périmètre  et  la  surface  de  l'hexagone 
ainsi  formé,  calculer  le  côté  du  triangle  équilatéral, 
et  montrer  que  les  deux  solutions  ainsi  obtenues 
n'en  constituent  au  fond  qu'une  seule. 

(G.  Darboux.) 

35».  (J890.)  —  Si  les  droites  AE,  CF  menées  des 
extrémités  d'une   diagonale    AC    du  quadrilatère 
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ABGD,  parallèlement  à  deux  côtés  opposés,  coupent 
les  deux  autres  côtés  aux  points  E,  F,  la  droite 
EF    est  parallèle  à  l'autre  diagonale   BD. 

Déduire  de  cette  propriété,  que  si  M,  N,  divisent 
AB,  CD  dans  un  même  rapport,  la  somme  des  aires 
ANB,  CMD  est  égale  à  l'aire  ABCD.  (J.  NeuLerg,  Malliesis, 
1882,  p.  lo8,  et  1883,  p.  140).  (B.  Sollerlinsky.) 

360.  (1890.)  Si  les  droites  OA,  OA'  sont  symétriques 
par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  XUY,  et  si 
1!.  C,  B',  C  sont  les  projections  de  A,  A'  sur  OX,  OY  : 
1'  les  triangles  ABC,  A'B'C  sont  en  perspective; 
2°  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  de 
concours  des  côtés  homologues,  sur  les  droites 
joignant  les  sommets  opposés  concourent  en  un 
même  point.  (B.  Sollertùiski/.) 

»Oi.  (1891 .)  Résoudre  les  équations 

{y  -  z  -\-  h''  -  C'Y  ^  4a^a', 
{z-  —  X  +  d"  —  a^Y  =  ^b-ij, 
\x  -  y  +  a""  -  b-^Y  =:  4c^--.  (G.  L.) 

418.  {1891.)  On  considère  la  circonférence  qui 
passe  par  le  sommet  A  et  par  le  point  de  Lemoine 
d'un  triangle  ABC,  et  qui  coupe  orthogonalement 
le  cercle  circonscrit.  Démontrer  qu'on  a,  pour  tout 
point  M   de  cette  ligne  : 

«'^MA'  _       m\ 

^^nTB"  -  c\^^~  ml  -  ml 
{(I,  h,  c  désignant  les  côtés  du  triangle;    ma,mb,me 
les  médianes.)  (L.  Benezech.) 

4«o.  {1801 .)  Soient  a,  b,  c  les  longueurs  des  trois 
côtés  Bu,  CA,  Ali,  d'un  triangle  et  a,  (3,  y  les  angles 
que  forment  ces  côtés  avec  une  direction  fixe  quel- 
conque, dans  le  plan,  ces  angles  étant  comptés  de 
o  à  2-.  Démontrer  qu'on  a 

a'  cos  3a  4-  b^  cos  3S  +  c'  cos  Sy  =:  3a6c  cos(a  +  ,3  -fy), 
a*  sÎQ  3a  +  6'  sin  3p  -+-  c'  sin  3y  =:  3abc  sin  (a  +  ,8  +  y). 


(Laisant.) 


■^^    A<««  yi  .vfc..  '-i© 


<'*  À  :?k>)  '^ 
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QUESTIONS   PROPOSEES 


701.  —  Résoudre  et  discuter  réquation 

sin^"  X  -H  eos"  x  =  a. 

(E.-N.  Barisien.) 

702.  —  1°  Le  carré  de  la  distance  du  point  de  rencontre  des 
hauteurs  d'un  triangle  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle,  augmenté  de  la  sorome  des  carrés  des  côtés  est  égal 
à  neuf  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 

2°  La  somme  des  carrés  des  dislances  du  centre  de  gravité 
d'un  triangle  aux  centres  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle 
inscrit  à  ce  triangle,  est  égale  à  la  somme  des  carres  des 

rayons  de  ces  deux  cercles,  diminuée  du  —  du  carré  du  péri- 

I  2 

mètre  du  triangle. 

3"  Si  on  considère  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre 
du  cercle  inscrit  et  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
même  triaDgle,  l'aire  S  du  triangle  formé  par  ces  irois  points 
est  donnée  par  l'expression 

a,  b,  c  désignant  les  trois  côtés  du  triangle,  r  et  R,  les  rayons 
des  cercles  inscrit  et  circonscrit.  (E.-N.  Barisien.) 


ERRATUM 
P.  12,  5°  ligne,  au  lieu  de  «  équation  réduite  au  «  //  faul  a  équation 
réduite  du  ».  

RECTIFICATIONS 
Page  13,  ligne  11,  au  lieu  de:  le  produit,  lire  :  le  demi-produit. 

Page  21,  ligne  3  de  la  solution  689,  au  lieu  de:  Dd,  lire  :  -  Dd. 

Avant-dernière  ligne  de  la  même  solution;  au  lieu  de:  au  double  de 
l'inverse,  lire  :  à  l'inverse. 

Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LOJNGCHAMPS. 

IMPRIMERIE    CENTRALU   DES   CHEMINS  DE  FER 
IMPKIMERU,  CHAIX,   RUE  BERGÈRE,    20,  PARIS.  —   8^0-l-9(i. 
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SUR  L'OMBRE  PROPRE  I>ES  POLYEDRES  (*) 

Par  M.  il.  d'Ocasne. 


1 .  Projections  éclairées  et  projections  sombres. — Pour  savoir 
si  une  face  vue  d'un  polyèdre  est  dans  la  lumière  ou  dans 
l'ombre,  il  suffit  de  se  rendre  compte  de  cette  circonstance 
pour  le  triangle  formé  par  trois  quelconques  des  sommets  de 
cette  face.  Toute  la  question  de  l'ombre  dans  les  polyèdres  se 
réduit  donc  à  étudier  l'ombre  d'un  triangle. 

Le  triangle  étant  supposé  découpé  dans  un  plan  opaque, 
l'une  de  ses  faces  est  éclairée,  l'autre  sombre.  Suivant  que 
c'est  l'une  ou  l'autre  qui  est  vue  pour  un  œil  situé  à  l'intini 
dans  la  direction  des  projetantes,  la  projection  correspondante 
est  dite  éclairée  ou  sombre. 

2.  Rkmauque  l'RÉLLMiNAmE.  —  Parmi  les  trois  sommets  du 
triangle  ABC,  il  en  est  un,  A  ou  (a. a'},  dont  le  plan  de 
profil  coupe  ce  triangle  suivant  la  droite  AM,  le  point  M 
étant  défini  par  ses  projections    m    et  m',    intersections  de 


F'kj.  1. 

bc  et  de   b'c    avec  la  ligne  de  rappel   aa'   [fig.  I,  (I)  et  (II)]. 
Figurons-nous  la  droite  AM    dans  ce  plan  de  profil   xOy 

(*)  Celle  noie  est  extraite  du  Cours  de  Géométrie  descriptive  professé 
par  M.  d'Ocagnc,  à  Tt^cole  des  Ponts  et  Chaussées  (Année  préparatoire), 
cours  qui  est  en  voie  de  publication  dans  VEnajctvpédic  des  Travaux  publics. 
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[fjg.  2,  (I)  et  (II)],  en  désignant  par  les  numéros  1  et  2  les 

deuxfaces  dutriangle. 
Oq  voit  que  dans  le 
cas  (I),  e'est-à-dire 
lorsque  les  segments 
am  et  a'm'  sont  de 
même  sens,  c'est  la 
même  face  1  qui  est 
en  vue  sur  les  deux 
projections,  tandis  que 
dans  le  cas(II),c'est-à 
dire  lorsque  les  seg- 
ments am  et  a'7n'  sont  de  sens  contraires,  ce  sont  des  faces 
différentes  qui  sont  vues  sur  les  deux  projections.  De  là  cette 
règle  : 

Suivant  que  les  segments  am  et  ^' m'  sont  ou  non  de  même  sens , 
les  projeclions  abc  et  a'h'c'  sont  ou  non  de  même  ^clairement. 

Grâce  à  cette  règle,  on  peut  se  borner  à  étudier  l'éclairement 
sur  l'un  des  plans  de  projection.  Nous  choisirons  ici  le  plan 
vertical;  mais  tout  ce  qui  va  être  dit  à  propos  de  ce  plan  pourrait 
être  étendu  symétriquement  au  plan  horizontal. 

3.  ECLAIREMENT   EN   PROJECTION   VERTICALE,    —   Parmi  IcS  trois 

sommets  a',  b',  c',  de  la  projection  verticale,  il  en  est  un  seul, 
a'  par  exemple,  tel  que  la  projection  verticale  du  rayon  lumi- 
neux, menée  par  ce  point,  passe  à  l'intérieur  de  a'b'c'  [fig.  8, 
(I),  (II),  (IIl),  (IV)].  Soit  {\i-.\J-)  le  jjoint  où  le  plan  projetant 
verticalement  le  rayon  lumineux  coape  {bc.  b'c'),  et  appelons  p 
la  projection  horizontale  du  point  du  rayon  lumineux  dont 
la  projection  verticale  est  p.'.  La  disposition  respective  des 
points  [X  et  p  permet,  dans  tous  les  cas,  de  décider  de  l'éclai- 
rement de  la  projection  a'b'c'. 

Quatre  cas  sont  à  considérer,  suivant  que,  dans  la  direction 
du  rayon  lumineux,  le  point  a'  précède  ou  suit  le  point  jj/, 
suivant  aussi  que,  par  rapport  au  plan  vertical,  le  point  p  est 
en  avant  ou  en  arrière  du  point  a.  Ces  quatre  cas  correspon- 
dent aux  figures  (I),  (II),  (III),  (IV).  Analysons  chacun  de 
ces  cas: 
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I.  a'  précède  </.  —  p  est  en  avant  de  y..  —  A  partir  du  poiut 
{a. a')  oîi  il  perce  le  plan  du  triangle,  le  rayon  lumineux 
(rtp.aV)  vient  en  avant  de  ce  plan.  Les  rayons  parallèle? 
frappent  donc  le  plan  du  triangle  d'arrière  en  avant,  /m  projec- 
tion a'L'c'  est  sombre. 

II.  a'  précède  [x. —  p  est  en  arrière  de  y..  —  A  partir  du  poiut 
a' 


{a. a')  où  il  perce  le  plan  du  triangle,  le  rayon  (op. a't/)  passe 
en  arrière  de  ce  plan.  Les  rayons  parallèles  frai)penl  donc  le 
plan  du  triangle  d'avant  en  arrière.  La  projection  a'b'c'  est 
éclairée. 
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III.  [/  précède  a'.  —  p  est  en  avant  de  u..  —  Avant  d'atteindre 
le  point  {a. a')  où  il  perce  le  plan  du  triangle,  le  rayon  (ap.aV) 
est  en  avant  de  ce  plan.  Les  rayons  parallèles  frappent  donc 
le  triangle  d'avant  en  arrière.  La  projection  a'b'c'  est  éclairée. 

IV.  iJ.' précède  a'.  —  p  est  en  arrière  de  \t..  —  Avant  d'atteindre 
le  point  {a. a')  où  il  perce  le  plan  du  triangle,  le  rayon  (ap.aV) 
est  en  arrière  de  ce  plan.  Les  rayons  parallèles  frappent  donc 
le  triangle  d'arrière  en  avant.  La  projection  a'b'c'  est  sombre. 

La  discussion  précédente  est  complète.  Toutefois,  on  pour- 
rait avoir  quelque  peine  à  s'en  fixer  les  résultats  dans  la 
mémoire  sans  chercher  à  se  représenter  ce  qui  se  passe  dans 
l'espace. 

Afin  d'écarter  cette  difficulté,  nous  aurons  recours  a  l'artifice 
suivant.  Sur  chacune  des  figures  (I),  (II),  (III),  (IV),  abaissons 
du  point  a  la  perpendiculaire  «ij-^  sur  pa.  Nous  faisons  sur 
la  situation  respective  des  points  y.,  p,g  et  p  les  remarques 
suivantes  : 

I.  Le  point  Uq  est  nécessairement  en  avant  de  p  et  comme  p 
est,  par  hypothèse,  en  avant  de  p.,  le  point  p  est  nécessairement 
entre  les  points  p.  et   [j-q. 

II.  Le  point  u^  est  nécessairement  en  avant  de  p,  et  comme 
p  est,  par  hypothèse,  en  arrière  de  [j.,  le  point  p  est  nécessai- 
rement en  arrière  à  la  fois  de  [^  et  de  [).q. 

III.  Le  point  [j-q  est  nécessairement  en  arrière  de  p,  et 
comme  p  est,  par  hypothèse,  en  avant  de  [j.,  le  point  p  est 
nécessairement  en  avant  à  la  fois  de  y.  et  de  [Xj,. 

IV.  Le  point  [j-u  est  nécessairement  en  arrière  de  p,  et 
comme  p  est,  par  hypothèse,  en  arrière  de  [x,  le  point  p  est 
nécessairement  entre  les  points   [j.  et  Uq. 

Rapprochant  les  conclusions  de  cette  discussion  de  celles 
de  la  précédente,  on  voit  que  l'on  peut  énoncer  la  règle  géné- 
rale suivante  : 

Ayant  mené  par  le  point  a'  la  projection  verticale  du  rayon 
lumineux  a'm'  qui  coupe  b'c'  en  \j.'  on  tire  la  ligne  de  rappel  de 
\i!  qui  coupe  au  point  [j.  le  côté  bc,  au  point  p  la  jjrojection 
horizontale  du  rayon  lumineux,  menée  par  a,  et  au  point  [j.q  la 
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perpendiculaire  à  la  direction  des  lignes  de  rappel  menée  par  a, 
Suivant  que  le  point  p  est  intérieur  ou  extérieur  au  segment  ij.|jlo. 
la  projection  a'b'c'  est  sombre  ou  éclairée  {*). 

Si  le  point  p  vient  en  coïncidence  avec  le  point  [^.,  le  rayon 
lumineuxestdans 
le  plan  ABC.  On 
doit  alors  consi- 
dérer celui-ci 
comme  éclairé. 
L'énoncé  précé- 
dent peut  donc 
être  complété  par 
le  nota  bene  sui- 
vant : 

Le  point  u.  lui- 
même  doit  être  con- 
sidéré comme  exté- 
rieur au    segment 

V-Vo- 

Pour  la  projec- 
tion horizontale, 
il  n'y  a  dans 
l'énoncé  précé- 
dent qu'à  inter- 
venir les  termes 
«  vertical  »  et 
«  horizontal  ». 

4.  —  Il  n'y  a 
lieu,  d'ailleurs, 
d'appliquer  la 
règle  que  si  la  disposition  du  dessin  laisse  quelque  doute 
dans  l'esprit.  Ainsi,  sur  la  figure  4,  qui  représente  un  tétraèdre 
SABC,    il  est  évident  qu'en   projection   verticale    s'a'b'    est 


Fig.  f,. 


(*)  Voici  un  moyen  mnémonique  bien  simple  pour  retenir  cette  règle. 
Associant  ridée  à'ohscuvUé  à  celle  de  ce  qui  est  fcrint}  à  la  lumière  du 
soleil,  ou  n'a  qu'èi  dire  :  L(t  projection  c.s<  sombke  ou  non  suivant  que  lepoiul  p 
est  ENFERMÉ  OU  non  dans  le  segment  |x|j.,. 
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éclairée,  en  projection  horizontale  sab  éclairée,  sac  sombre. 
Le  doute  ne  saurait  exister  que  pour  la  face  {sbc.  s'b'c').  Cons- 
truisons pour  cette  face  les  points  fx,  a^  et  p.  Nous  trouvons 
un  point  p  entre  \^.  et  [j.q.  Donc  s'b'c'  est  sombre  (n°  3).  Et 
comme,  d'ailleurs,  les  segments  bm  et  h'm'  sont  de  môme 
sens,   sbc   est  également  sombre  (n°  2^ 


ETUDE  SUR  L'INVOLUTION  GENERALISEE 

Par  M.  A.  Uoyer,  élève  à  l'École  polytechnique,  et  M.  <Jh.  Michel,  élève 
à  rËcolc  normale  supérieure. 

[Suile,  voir  page  25.) 


19.  —  Revenons  au  théorème  de  Frégier. 

Considérons  deux  trièdres  de  l'involulion  dont  les  arêtes 
rencontrent  la  quadrique  en  A,  B,  C  et  en  A',  B',  G',  Les 
deux  coniques  de  la  quadrique  qui  passent  par  A,  B,  C  et 
par  A',  B',  G'  rencontrent  respectivement  en  M  et  N,  et  en 
M'  et  N'  les  génératrices  de  la  quadrique  qui  se  coupent 
en  0.  Si  nous  prenons  ce  point  0  pour  centre  de  projection 
et  pour  plan  de  projection  un  plan  P  ([uelconque,  les  pro- 
jections de  ces  deux  coniques  sont  deux  autres  conicfues  qui 
passent  parles  points  fixes  w  et  w',  projections  de  M  et  N 
ou  de  M'  et  N',  et  par  les  projections  a,  |ï,  y  et  a',  p',  y' 
des  points  A,  B,  G  et  A',  B',  G'.  D'ailleurs,  les  triangles 
aBy  et  a'fi'y'  sout  conjugués  à  la  conique  d'intersection  du 
plan   P  et  du  cône  de  base  de  l'involution. 

D'après  le  théorème  de  Frégier,  l'intersection  des  deux 
plans  ABC  et  A'B'G'  rencontre  la  droite  fixe ,  qui  est 
conjuguée  du  plan  tangent  en  0,  par  rapport  à  ce  cône.  Le 
point  d'intersection  de  cette  droite  et  du  plan  P  appartient 
à  la  sécante  commune  aux  deux  coniques  précédentes  situées 
dans  ce  plan  et  ce  point  est  le  pôle  de  la  droite  fixe  ww'  par 
rapport  à  la  conique  commune  au  cône  et  au  plan    P. 

Si,  en  particulier,  w  et  w'  sont  les  points  cycliques  du  plan  P, 
c'est-à-dire  si  le  point  0   est  un  ombilic  de  la  quadrique  et 


JOURNAL    DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  o5 

si  le  plan   P   est  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point,  uuus 
tombons  précisément  sur  le  théorème  d'^  Faure. 

Ainsi,  démontrer  le  théorème  de  Fréi^ier  revient  à  démon- 
trer le  théorème  de  Faure  et  réciproquement;  par  suite,  à 
toute  démonstration  du  théorème  de  Frégier  correspond  une 
démonstration  de  celui  de  Faure.  Or,  il  est  manifeste  que  les 
démonstrations  que  nous  avons  données  du  premier  corres- 
pondent à  celles  que  nous  avons  données  du  second. 

Voici  une  troisième  démonstration  du  théorème  de  Frégier 
qui  s'appuie,  comme  la  seconde,  sur  le  théorème  de  Poncelet. 

Reprenant  les  notations  précédentes,  considérons  le  cône 
qui  a  son  sommet  en  0  et  qui  s'appuie  sur  la  conique  de 
la  quadrique  qui  passe  par  les  points  A,  B,  C  et  rencontre  en 
M  et  N  les  génératrices  de  la  quadrique  au  point  0.  Puis- 
qu'il y  a  un  Irièdre  O(ABG)  inscrit  dans  le  cône  et  conju- 
gué par  rapport  au  cône  de  base  de  l'involulion,  il  en  existe 
une  infinité  et  en  particulier  un  dont  une  des  arêtes  est  la 
génératrice  OM  commune  au  cône  et  à  la  quadrique.  Les 
deux  autres  arêtes  qui  rencontrent  la  quadrique  en  u  et  v 
se  meuvent,  lorsque  le  trièdre  O(ABG)  varie,  dans  un  plan 
fixe  qui  est  le  conjugué  de  la  droite  OM  par  rapport  au  cône 
de  base  de  l'involulion. 

Eu  vertu  du  théorème  do  Frégier  dans  le  plan,  la  droite  uo 
passe  par  un  point  tixe  I;  il  existe  donc  uu  point  I  commun 
à  tous  les  plans  tels  que  ABC,  ce  qui  démontre  le  théorème 
de  Frégier  dans  l'espace. 

La  démonstration  correspondante  du  théorème  de  Faure  est 
due  à  Laguerre. 

Supposons  que  les  points  w  et  lo'  soient  les  points  cycliques 
du  plan  P.  La  conique  passant  par  les  points  a,  [3,  y  et  w,  cj' 
est  circonscrite  à  uu  triangle  conjugué  à  une  conique  fixe; 
il  existe  donc  un  triangle  inscrit  dans  la  première  ayant 
son  sommet  en  w  et  conjugué  à  la  dernière.  Les  deux  autres 
sommets  se  meuvent,  lorsque  le  triangle  aSy  varie,  sur  une 
droite  fixe  qui  est  la  polaire  du  point  co  par  rapport  à  la 
conique  lixe  et  ([ui  passe  par  le  centre  de  celte  conique.  La 
puissance  de  ce  point  par  rapport  au  cercle  estconstautc.  C'est 
le  théorème  de  Faure. 
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PASSAGE    DE   l'iNVOLUTION    TERNAIRE  A  l'lWOLUTION    QUATERNAIRE 

20.  —  Considérons  deux  tétraèdres  ABGD  et  A'B'C'D' 
conjugués  à  une  quadrique  de  base.  Les  faces  BGD  et  B'G'D' 
se  rencontrent  suivant  une  droite;  co  étant  un  point  de  cette 
droite,  prenons  deux  triangles  (oa[B  et  coa'p'  respectivement 
situés  dans  les  plans  BGD  et  B'G'D'  et  respectivement 
conjugués  aux  coniques  d'interseclion  de  ces  plans  avec  la 
quadrique  de  base.  Nous  avons  ainsi  quatre  trièdres  ABGD, 
Aftpto,  A'a'iS'oj,  A'B'G'D'  qui  se  suivent  de  façon  que  deux 
tétraèdres  consécutifs  ont  en  commun  un  sommet  et  la  face 
opposée. 

Faisons  correspondre  d'une  façon  déterminée  a  chaque 
tétraèdre  de  l'involution  une  quantité  ou  une  figure  dans 
laquelle  les  sommets  et  les  faces  jouent  un  même  t^ôle.  Si  les  quan- 
tités ou  les  figures,  correspondant  aux  tétraèdres  qui  ont  un 
même  sommet  et  la  même  face  opposée,  conservent  la  même 
valeur  ou  ont  une  même  propriété  avec  une  figure  fixe,  cette 
valeur  ou  cette  propriété  est  commune  aux  deux  quantités  ou 
aux  deux  figures  qui  correspondent  à  deux  tétraèdres  consé- 
cutifs de  la  chaîne  précédente,  et  par  suite  à  celles  qui 
correspondent  aux  deux  trièdres  O(ABG)  et  0(A'B'C'J;  qui 
sont  deux  trièdres  quelconques  de  l'involution. 
■  Tel  est  notre  second  théorème  fondamental. 
En  voici  quelques  applications. 

21.  Théorème  de  Fau?'e.  —  Le  tétraèdre  ABGD  variant  en 
conservant  un  sommet  A  fixe,  le  triangle  BGD  varie  dans  le 
plan  polaire  de  A  en  restant  conjugué  à  la  conique  d'inter- 
section de  la  quadrique  de  base  et  de  ce  plan,  conique  qui  a 
son  centre  en  m.  La  puissance  du  centre  to  par  rapport  au 
cercle  variable  BGD  et  par  suite  à  la  sphère  variable  ABCD 
est  constante,  d'après  le  théorème  de  Faure  dans  le  plan.  Donc 
la  puissance  de  tout  point  delà  droite  Aco  par  rapport  à  cette 
sphère  est  constante,  et  en  particulier  celle  du  centre  de  la 
quadrique.  Les  tétraèdres  ABCD  qui  ont  un  même  sommet  A 
ont  donc  cette  propriété  que  la  puissance  du  centre  de  la  qua- 
drique par  rapport  à  leurs  sphères  circonscrites  est  la  même  ; 
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cette  puissance  est  donc  la  même  pour  tous  les  tétraèdres  de 
l'involution. 

22.  Théorème.  —  La  puissance  du  centre  0  de  la  qua- 
drique  par  rapport  à  la  sphère  qui  passe  par  les  pieds  a,  p, 
Y,  0,  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  faces 
d'un  tétraèdre  ABGD  est  constante  quand  ce  tétraèdre  varie  en 
restant  conjugué  par  rapport  à  la  quadrique. 

Quand  ce  tétraèdre  varie  en  conservant  un  sommet  A  fixe,  le 
groupe  des  trois  droites  Op,  Oy,  05  varie  en  involution,  et 
comme  p,  y»  S  se  déplacent  sur  la  sphère  décrite  sur  OA 
comme  diamètre,  le  plan  ^yo  passe  par  un  point  fixe  to.  La 
puissance  du  point  w  par  rapport  à  la  sphère  afSyo  est  cons- 
tante, et,  par  suite,  il  en  est  de  même  de  tout  point  de  la 
droite  aco.  Le  théorème  est  établi  s'il  est  démontré  que  la 
droite   aco   passe  par   0. 

Or,  parmi  les  tétraèdres  de  l'involution  qui  ont  un  sommet 
en  A,  considérons  la  simple  intinilé  de  ceux  dont  la  face  ACD 
est  parallèle  au  plan  polaire  de  A,  dont  le  sommet  B  se 
trouve,  par  conséquent,  sur  la  droite  AO  et  pour  lesquels 
le  couple  des  faces  ABD,  ABC  passe  par  le  point  0.  Dans 
toutes  ces  positions  clu  tétraèdre  variable,  les  points  y  et  a 
coïncident  avec  le  point  0,  tandis  que  le  point  8  vient  sur 
la  droite  Oa.  En  conséquence,  les  plans  'iyo,  en  simple  infi- 
nité, qui  correspondent  à  ces  positions  du  tétraèdre,  passent 
par  la  droite  aO;  le  point  co  commun  à  tous  ces  plans  appar- 
tient donc  à  cette  droite. 

23.  Théorème  de  liesse.  —  La  conique  qui  passe  par  cinq 
des  sommets  de  deux  triangles  conjugués  à  une  môme 
conique  passe  par  le  sixième.  C'est  un  théorème  sur  l'involu- 
tion ternaire.  Le  théorème  de  Hesse,  ([ui  lui  correspond  dans 
l'involution  quaternaire,  s'énonce  ainsi  : 

Une  quadrique  variable  qui  passe  par  sept  des  som- 
mets A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C  de  deux  tétraèdres  conjugués 
à  une  même  quadiique  de  base  passe  par  le  huitième  som- 
met D'. 

Pour  le  démontrer,  nous  allons   encore  nous  servir  lies 
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quatre  tétraèdres   qui   nous  ont  permis  d'établir  le  second 
théorème  fondamental. 

Comme  il  existe  un  triangle  BGD  respectivement  inscrit 
el  conjugué  aux  coniques  de  la  quadrique  variable  et  de  la 
quadrique  de  base  situées  dans  son  plan,  il  en  existe  un  autre, 
œap,  dont  le  sommet  to  est  sur  la  droite  d'intersection  des 
plans  BCD  et  B'G'D'.  Puisqu'il  existe  un  triangle  Aa^ 
inscrit  et  conjugué  aux  coniques  des  deux  quadriques  situées 
dans  son  plan,  il  y  en  a  un  autre  dont  le  sommet  est  en  A', 
point  situé  dans  le  plan  Aa[3.  Les  deux  auLres  sommets  de  ce 
triangle,  a'  et  [3',  sont  dans  le  plan  B'C'D'  ;  il  existe  donc 
un  triangle  wa'p'  inscrit  et  conjugué  aux  deux  coniques 
situées  dans  le  plan  B'G'D'.  Par  suite,  le  triangle  B'G'D' 
conjugué  à  celle  de  ces  coniques  qui  est  sur  la  quadrique  de 
base  et  dont  deux  sommets  B'  et  G'  sont  sur  l'autre  conique 
qui  appartient  à  la  quadrique  variable,  a  son  sommet  D'  sur 
cette  dernière  conique,  c'est-à-dire  sur  la  quadrique  variable. 

24.  Remarque.  —  A  l'aide  du  théorème  de  Hesse,  nous  pou- 
vons démontrer  le  théorème  de  Faure  dans  l'espace,  de  deux 
nouvelles  manières  qui  correspondent  aux  démonstrations 
que  nous  avons  données  du  théorème  de  Faure,  dans  le  plan, 
à  l'aide  du  théorème  de  Poncelet. 

25.  —  En  combinant  les  deux  théorèmes  fondamentaux, 
on  voit  que  deux  tétraèdres  quelconques  d'une  involution 
quaternaire  sont  les  extrémités  d'une  chaîne  de  tétraèdres  de 
l'involution,  dans  laquelle  deux  tétraèdres  consécutifs  ont  deux 
sommets  communs.  On  en  déduit  un  théorème  qui  permet 
d'effectuer  immédiatement  le  passage  de  l'involution  binaire 
à  l'involution  quaternaire. 

Le  théorème  de  Faure,  dans  l'espace,  peut  se  démontrer  de 
cette  manière. 

(A  suivre. } 
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SUR  LA  DETERMINATION  GÉOMÉTRIQUE  DE  L'ANGLE  x 

DONNÉ  PAR  L'ÉQUATION    a  siii  j;  +  6  COS  X  ^=  C,    OÙ    a,    6,  C 

SONT  DES  LONGUEURS  DONNÉES  (•' ) 

Par  Emile  Liemoine. 


Dans  le  numéro  de  janvier  du  journal,  M.  de  Longchamps 
fait  appel  à  un  ami  de  la  géométrographie  au  sujet  de  cette 
question  (pp.  Set  13);  j'ai  quelques  raisons  de  me  consi- 
dérer parmi  ceux-ci  et  j'y  réponds  d'autant  plus  volontiers 
que  cela  me  fournira  l'occasion  d'analyser  aussi  une  construc- 
tion que  j'avais  trouvée,  pour  cet  angle,  lorsque  j'étais  encore 
élève  de  mathématiques  spéciales  et  qui,  je  crois,  est  nouvelle. 

J'approuve  complètement  la  proposition  de  M.  de  Long- 
champs  de  distinguer  par  des  noms  différents  les  deux  sortes 
de  simplicités  que  l'on  rencontre  en  géométrie  et  j'appellerai 
comme  lui,  à  l'avenir,  simplicité  théorique  la  simplicité  telle 
que  l'ont  entendue  jusqu'ici  les  géomètres  et  qui  se  rapporte 
à  V énoncé  de  la  possibilité  de  la  construction  et  simplicité  gra- 
phique celle  qui,  découlant  de  la  géométrographie,  se  rapporte 
à  l'exécution  matérielle  de  l'épure  avec  les  instruments  usités, 
c'est-à-dire,  soit  règle  et  compas  seuls,  soit  en  employant 
aussi  l'équerre  avec  eux. 

Je  ne  suis  cependant  pas  tout  à  fait  de  l'avis  de  M.  de  Long- 
champs  lorsqu'il  semble  croire  que  ces  simplicités  doivent 
être  d'ordre  différent,  par  essence;  je  pense  comme  M.  Bernes, 
lequel,  après  discussion  sur  le  sujet,  m'a  ramené  à  son 
opinion,  c'est-à-dire  qu'en  général  (je  ne  dis  pas  toujours),  si 
la  géométrographie  (**)  conduit  à  une  construction  plus  simple 

(•)  Nous  publierons  dans  le  prochain  numéro  une  autre  discussion 
géométrographique  du  même  problème,  par  M.  Bernes.  Il  importe  que 
l'attention  des  professeurs  soil  appelée  sur  la  simplicité  ^'éométrographique; 
or,  l'équation  en  question  nous  a  paru  particulièrement  appropriée  à  ce 
but,  puisqu'elle  correspond  à  tous  les  problèmes  quadratiques.       G.  L. 

{'"]  La  géoinélrot,'rapliic  ne  doit  pas  se  boiner  à  compter  aervili/iuent  les 
opérations  qui  conduisent  à  un  résultat,  mais  elle  doit  aussi  cbercher  à 
obtenir  ce  résultat  le  jjIus  simplement  possible  en  remplaçant,  s'il  y  a 
lieu,  les  constructions  indiquées  par  l'énoncé  géométrique,  au  inoyt'n  de 
coustruclions  équivalentes  se  traçant  plus  simplement.  Le  résultat  est 
souvent  une  construction  qui  s'énonce  tout  autrement  que  celle  il'oii  elle 
dérive. 
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à  efl'ectuer  que  celle  qui  était  connue,  il  y  a  à  rechercher  une 
exposition  plus  simple  que  l'exposition  primitivement  admise, 
exposition  nouvelle  qui  conduirait  directement  à  la  construc- 
tion géométrographique.  M.  Bernes  me  l'a  montré  par  beau- 
coup d'exemples,  mais  je  n'insiste  pas,  disant  seulement  que 
la  géométrographie  mène  souvent  par  cette  voie  à  des  résultats 
spéculatifs  nouveaux. 

Je  vais  comparer  trois  constructions  de  l'angle  x  :  celle  de 
M.  Droz-Farny  {J.  E.,  1895,  p.  217),  celle  de  M.  Lauvernay 
(J.  E.,  1896,  p.  o)  et  la  mienne. 

Admettant  les  deux  autres,  je  vais  exposer  d'abord  cette 
dernière  brièvement. 

Si  en  coordonnées  polaires,  ox  étant  l'axe,  o  l'origine,  je 
considère  les  deux  cercles  :  p  =  a  sia  w  4-  6  cos  co  et  p  =  c, 
ils  se  couperont  (quand  l'équation  aura  une  solution  réelle) 
en  deux  points  M  et  M'  et  les  angles  Moa?,  Wox  répondiont 
à  la  question. 

Le  cercle    p  =  a  sin  co  +  ô  cos  w    se  trace  facilement,  il  a 

pour  centre  le  point  a   dont  les  coordonnées  rectangulaires 

b  a  .,  ,       , 

sont     o;  =  — 1       !/  =  —    et  pour  rayon  oy.  ;  1  autre  cercle  est 

décrit  de  o   comme  centre,  avec  c  pour  ra^'on. 

Construction  de  M.  Droz-Farny  (189o,  p.  217). 

Sur  les  deux  côtés  d'un  angle  droit  C  ,  je  porte  les  longueurs 
GA  =  b,  GB  =a;  sur  le  côté  AG  {dans  la  direction  AG),  je 
porte  AD  =z  c  et  je  décris  le  cercle.  D(a)  qui  coupe  llii/poté- 
nuse  AB  aux  points  E  el  F.  Appelons  L  et  M  les  interseclions 
de  DF,  DE  avec  BG  ,  les  angles  BLF,  BME  répondent  à  ta 
question. 

Je  construis  l'angle  droit  C  de  la  façon  suivante  : 
.Je  trace  une  droite   DA  op  :  (R.,). 

Je  trace  deux  cercles  quelconques,  mais  se  coupant  et  ayant 
leurs  centres  sur   DA  op  :  (2G2  -f-  2G3). 

Je  trace  leur  intersection   BG   qui  coupe   DA  en   G 

op  :  (2R1  +  2R,). 
Je  prends  dans  cet  ordre  :     GA  =  6  ,    AD  =  c ,    GB  =  a 

op  :  (gCi  +  3G3). 
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Je  trace  D  (a)  (avaut  a  dans  le  compas)   op  :  (C,  +  C3). 
Je  trace  DE,  DF  op  :  (4R1  +  aR^). 

Op  :  (6R,  +  4R2  +  loCj  -f-  2C,  +  6C3). 
Simplicité:  28;     exactitude:   18;     4  droites,  6  cercles. 

Construction  de  M.  LAUVEnNAY  (189G,  p.  5). 

Je  construis  le  triangle  BOA  rectangle  en  0  et  tel  que  OA  —  a, 
OB  —  h.  Je  circonscris  un  cercle  à  ce  triangle;  de  B  comme  centix, 
avec  c  pour  rayon,  je  trace  un  cercle  qui  coupe  le  cercle  cir- 
conscrit en  B  et  D';  les  cingles  06D,  OBL'  sont  les  angles 
cherchés. 

Tracé  des  deux  droites  rectangulaires    OA,  OB  ;    je  trace 
une  droite  quelconque    OA,    puis  deux  cercles  quelconques 
se  coupant  et  ayant  leurs  centres  sur    OA,    puis  l'intersec- 
liou   OB   de  ces  deux  cercles  op  :  (2Ri  +  2R„  +  2C2  +  2C3). 
Je  prends  OA  =  a,  OB  =  6  op  :  (6G1  +  2(13). 
Je  trace   BA  op  :  (2R1  +  2R2), 

puis  la  perpendiculaire  au  milieu   M   de   BA 

op:  (2R,  4-  R^  +  2C,  +  2C3), 
puis  le  cercle  M(MO)  qui  est  le  cercle  circonscrit  à  ABC 

op  :  (2C,  +  C3), 
puis  le  cercle  D  (c)  op  :  (3Ci  4-  C3), 

lequel,  par  son  intersection  avec  M(MO)  place   D   et  D'; 
enfin,  je  trace   BD,  BD'  op  :  (4R,  +  2R2). 

Les  angles  cherchés   OBD,  OHD'   sont  donc  obtenus  par  : 
op  :  (loR,  +  6R2 -h  i3Gi  +  2C.,  +  8C3); 
Simplicilé:  39;  exactitude:  25:  6  droites,  8  cercles. 

CONSTRUCTION  QUE  j'aI  PROPOSKE  PLUS  HAUT 

Tracer  deux  clroiles  rectangulaires   Ox,  Oy,  placer  le  point    <j. 

dont  les  coordonnées  sont   x  —  -  ,  y  =  - ,  tracer  les  cercles  it.{0) 

et    0(c),   qui  se  coupent  en  M  et  M',    tracer   OM,  OM';    les 
angles  xOM,   xOM'  sont  les  angles  cherchés. 

On  voit,  au  premier  coup  d'œil,  que  cette  construction , 
exécutée  dans  l'ordre  où  elle  est  énoncée,  conduirait  à  un 
nombre  d'opérations  beaucoup  plus  élevé  que  les  précédentes. 

En  effet  :  tracer  deux  droites  rectangulaires,  8  opérations. 
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prendre  des  longueurs  égales  à  la  moitié  de  a  et  à  la  moitié 
de  b,  ce  qui  —  ne  se  faisant  pas  sur  les  données  elles-mêiiies 
a  et  b,  placées  sur  l'épure  sacs  qu'on  doive  faire  de  cons- 
tructions sur  elles  —  exige,  en  faisant  les  opérations  sur  l'une 
des  droites  déjà  tracées,  22  opérations.  Gela  fait,  il  faut  placer 

,        .  .  ,        ,       b    a  ,      .  , , 

le  point  \).,  qui  a  pour  coordonnées  -  •>  -  14  opérations;  dé- 
crire le  cercle  ;x(0),  3  opérations;  décrire  le  cercle  0(c), 
4  opérations;  enfin,  tracer  les  deux  droites  OM,  OM',  6  opé- 
rations, en  loul  57  opérations;  mais,  comme  il  ne  s'agit  que 
d'angles  à  déterminer,  on  voit  qu'il  suffit,  pour  éviter  d'avoir 
à  diviser  a  et  6  en  deux  parties  égales,  d'opérer  sur  une  figure 
homothélique  double,  on  aura  seulement  alors  à  doubler  c 
pour  tracer  0(2c),  et,  en  dirigeant  convenablement  le  reste 
de  la  construction,  on  peut  réduire  beaucoup  le  coefficient  de 
simj)licité  comme  il  suit  : 

Je  n'ai  nullement  besoin  de  l'axe  0?/;  je  construis  donc 
le  triangle  0/y.,  jectangle  en  >.,  et  tel  que  }.0  =  b,  1[j.  —  a, 
sans  même  tracer  Ou.. 

Pour  cela  je  trace   À(6).        op  :  (20^  4-  C3). 

Je  trace  une  droite  quelconque  OX   passant  par  À, 

op  :  (R,  +  R,), 
en  appelant   0  le  point  où  cette  droite  coupe  le  cercle. 

J'élève  en  À  une  perpendiculaire  à  OÀ  eu  me  servant  du 
cercle  X(6),  op  :  (2R1  +  R„  +  2C1  +  2U3). 

Je  prends   /.ij.  =:  a   sur  cette  perpendiculaire, 

op:  (3Ci  +  C3). 

Le   point   y.   est  ainsi  placé. 

Je  trace  [j-fy-O),  op  :  (2C1  -4-  Cg). 

Je  prends  dans  le  compas  une  longueur  égale  à   2c, 

op  :  i^G^  -h  G^  +  G3). 

Je  trace    0(2c),  op  :  (Gj  +  G3). 

0(2c)  et  u.(|.».0)   se  coupent    en  Mi  et  M,'. 

Je  trace' M, 0,  M;o.  op  :  (4R1  -+-  2R,). 

Les  deux  angles  àOM,,àO\]'i  sont  deux  angles  qui  répondent 
au  problème  et  sont  obtenus  par 

Op  :  (7R1  +  A^%  +  14G1  -I-  G„  +  jG;,). 
Simplicité  :  33;  exactitude  :  22;  4  droites,  7  cercles). 
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Je  ne  m'arrête  pas  à  la  discussion  des  conditions  de  possi- 
bilité du  problème  qui,  par  ma  méthode,  se  fait  également 
avec  la  plus  grande  facilité,  ni  à  l'examen  des  cas  où,  dans 
l'équation  donnée,  a,  b,  c  ont  des  signes  différents.  Gela 
change  seulement  les  directions  dans  lesquelles  il  faut  porter 
ces  lonj^ueurs  sur  les  droites,  mais  la  solution  est  identique 
dans  tous  les  cas. 

Dans  les  constructions  précédentes,  je  ne  me  suis  servi  que 
de  la  règle  et  du  compas.  Je  vais  les  analyser  maintenant  en 
admettant  l'usage  de  l'équerre  pour  mener  des  perpendi- 
culaires; quoiqu'ils  se  trouvent  inutilisés  dans  ces  trois 
constructions,  je  rappelle  que  les  sjmholes particuliers  relatifs 
à  l'équerre  sont: 

Mettre  le  bord  de  la  règle  ou  de  l'équerre  en  coïncidence 
avec  deux  points  ou  avec  une  droite  tracée  pour  préparer  le 
tracé  d'une  parallèle  ou  d'une  perpendiculaire  à  une  droite 
donnée   op  :  (2RJ). 

L'accent  indique  seulement  qu'il  s'agit  d'une  opération  de 
préparation  pour  un  tracé  avec  l'équerre,  car  op  :  (2R[)  est, 
au  fond,  identique  à  ce  que  nous  appelons  op  ;  (2R,),  lorsque 
nous  employons  la  règle  dans  les  tracés  avec  la  règle  et  le 
compas  seuls. 

Faire  glisser  l'équerre  jusqu'à  ce  qu'elle  passe  par  un 
point  marqué   op  :  (E). 

Construction  de  M.  Droz-Farnv. 

Je  trace  deux  perpendiculaires  quelconques   CA.,  GB  (*) 

op:(2R,). 
Je  prends  G  A  =  b,   DA  =  c,   GB  =  a  ;  je  décris   D(a)  ;  je 
trace   BA,  DE,  DF,  op:  (6R,  +  4R,  +  7G,  +  3G3). 

Op:(6Ri  +  6R,  4-  7G1  +  3G,). 
Simplicité  :  22  ;   exactitude:  i3  ;    6  droites,  3  cercles. 


(*)  Pour  faire  cette  construction,  je  pose  l'équerre  n'imporlc  où  sur 
l'épure  et  je  trace  une  lit,'ne  suivant  un  côté  de  l'angle  droit,        op  :  (Rj). 

Je  plaque  la  règle  sur  Thypotênuse  et  je  fais  glisser  de  n'importe  queUe 
quanlild  l'équerre  sur  la  règle  et  je  trace  alors  une  droite  en  suivant 
l'autre  côté  de  l'équerre,  op  :  (R,). 
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Construction  de  M.  Lauvernay. 

Je  trace  deux  perpendiculaires    OA,  OB, 

op  :  (2R,). 
Je  prends    OA  —  a,  OB  =:  6  ;  je  trace   AB, 

op  :  (2R1  +  R,  +  6Gt  +  2G3) . 
Je  trace  la  perpendiculaire  au  milieu  de   AB, 

op:  (2R1  +  R,  -4-  2C1  +  2G3). 
Je  trace  le  cercle  B(c),  puis  les  droites  BD,  BD', 

op:  (4R1  +  2R,  +  3C^  +  C3). 
Op:  (8R1  +  6R,  +  iiCj  +  5C3). 
Simplicité:  3o;    exactitude:  19;    6  droites,  5  cercles. 

Construction  de  M.  Lemoine. 

Je  trace  deux  droites  perpendiculaires   X;j.,    XO, 

op:(2R,). 
Je  prends  ÀO  =  b,  l<j.  =  a  et  je  trace   |^.(0j, 

op  :  (8G,  +  3C3). 
Je  prends  dans  le  compas  la  longueur  2c  et  je  trace  0(2c)> 

op  :  (5Gi  +  G^  +  2G3). 
Je  trace   OM^,  OMÎ.  op  :  (4R1  +  2R2). 

Op  :  (4R1  -+-  4R2  +  i3Ci  +  G„  +  5G3). 
Simplicité  :  27  ;    exactitude:  18;    4  droites,  5  cercles. 
Je  n'ai  pas  eu  à  employer  le  symbole  E  ni  le  symbole  2R1 
puisque  je  ne  me  suis  servi  de  l'équerre  dans  les  trois  cas 
que  pour  tracer  deux  perpendiculaires  arbitraires. 

Je  m'aperçois  que,  à  la  suite  de  la  construction  de  M.  Lau- 
vernay, M.  de  Longcliamps  a  indiqué  une  autre  construction 
dont  la  simplicité  théorique  est  extrême;  je  vais  aussi  mesurer 
sa  simplicité  grapliique. 

i°  Avec  la  règle  et  le  compas  seuls  ; 

Si  1  est  la  longueur  de  l'unité,  on  voit  qu'il  suftH  d'ob- 
tenir les  points  d'intersection  de  l'hypoténuse  du  triangle  rec- 

c  c 

tangle  OPQ  qui  a  pour  côtés  OP  ==  -  .  À,     OQ  =  -  .  A    avec  le 

cercle  0(X)  et  de  joindre  ces  points  à  0  pouravoir  les  angles 
cherchés.  Choisissons  l'unité  de  façon  à  simplifier  la  construc- 
tion. 
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ca 

T 


CCI 

Si  je  prends   X  =  a,   on  aura  :   OP   =  c,     OQ  =  —    et  le 


rayon  du  cercle  sera  a. 
Je  trace  deux  droites  rectangulaires  OP,  OQ, 

op  :  (2R1  4-  2R2  +  2C.^  +  2C3). 
Je  prends  OP  =  c,  op  :  (SCi  +  Cj). 

ca 
Je  construis  la  quatrième  proportionnelle  — ;    en  me  ser- 
vant des  deux  droites  tracées  et  de   OP,  je  peux  l'obtenir  par 

op  :  (2R1  +  R„  +  I oC|  +  4C3). 

Gomme  le  cercle  0(aj  est  tracé  pour  la  construction  de  -—  > 

je  n'ai  plus  qu'à  Iracer  PQ   qui  le  coupe  en   M   et  en  M',   à 
tracer  OM,  OM',  op  :  (6Ri  +  SR^). 

Les  angles  cherchés  sont  MOP,  MOQ    obtenus  par 
op:  (10R1  +  6R2+  1 3Ci +  2G2 H- 7^ ',.)). 
Simplicité  :  38;  exactitude:  25;  ô  droites,  7  cercles. 
2°  Avec  la  règle,  le  compas  et  l'équerre  :  je  trace  deux  droites 
rectangulaires  OP,  OQ,  op  :  (2R2). 

Je  prends   OP  =  c,  op  :  (3Ci  4-  G3). 

CCI 

Je  construis  la  quatrième  proportionnelle    —  =  OQ, 

op  :  (2R;  +  R,  +  E  +  6C,  +  2G1,). 

Le  cercle  Oia)  est  tracé  dans  la  construction  de  — -. 

0 

Je  trace  les  trois  droites   PQ,  OM,  OM', 

op  :  (G  Ri  +  3R,). 

CCI 

PQ  est  tracé  pour  obtenir    OQ  =  — - 

0 

^op  :  (6R1  +  2R1  +  6R2  +  9C1  +  3G3  +  E). 
Simplicité:  27;  exactitude:  18;  6  droites,  3  cercles. 
On  peut  conclure,  pour  résumer  cotte  discussion,  que,  en 
employant  la    i^ègle  et  le  compas  seuls,  les  constructions  ont 
l'ordre  de  simplicité  graphique  suivant,  en  commençant  par  la 
plus  simple  :  la  construction  de  M.  Droz  Farnj,  la  construc- 
tion de  M.  Lemoine,  la  construction  do  M.  de  Longchamps  et 
la  construction  de  M.  Lauvernay. 
Et  que,  en  employant  la  règle,  le  compas  cl  l\yu€rre,  l'ordre 


66  JOURNAL  DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

est  :  la  construction  de  M.  Droz-Farny,  la  construction  de 
M.  Lemoine  et  celle  de  M.  de  Longchamps  qui  sont  équiva- 
lentes, la  construction  de  M.  Lauvernay .  Celle  de  M.  Droz-Farny 
est  donc  la  meilleure  dans  les  deux  cas  et  celle  de  M.  Lau- 
vernay la  plus  compliquée. 

EXERCICES  DIVERS 

Par  II.  Ang.  Boiitin. 


V 


417. —  On  considère  une  conique  E  circonscrite  à  un  triangle 
AT3G.  Soit  M  un  point  quelconque  du  plan  du  triangle,  AM,  BM,  CM 
rencontrent  E  en  Aj,  B^,  Ci;  la  droite  MMj  (Mj,  inverse  de  M) 
coupe  les  côtés  de  ABC,  respectivement  en  A',  B',  C.  Démontrer 
que  les  droites  :  A'A^,  B'Bj,  G'Cj  concourent  en  un  même  point  P 
de  la  conique  E. 

Cas  particulier  :  E  est  le  cercle  circonscrit,  M  est  l'orthocentre,  alors 
P  est  le  point  de  Steinerde  ABC.  (E.  Lemoine.  Mathesis,  question  1038.) 

418.  —  On  considère  la  conique  circonscrite  au  triangle  de 
référence  et  qui  a  pour  centre  le  point  de  Lemoine  K  ;  soient  Va , 
l'angle  de  KA  avec  la  tangente  en  A  à  cette  courbe,  \i, ,  V^. ,  des 
angles  analogues.  Démontrer  la  relation  : 

a^cotgYa  4-  h^cotgY,,  +  c'^cotgY,,  —  o. 

419.  —  Soit  Y  l'anqle  des  droites: 

X        Y        Z 

l^)  —  H 1 —  —  o, 

^  X         y  z 

X        Y        Z 

(A.)  1 1 =  0. 

Xi  Vi  Zi 

Le  lien  géométrique  des  points    (x,  y,  z)  harmoniquement  associés  à  (A)  cl 
tels  que  V  soit  constant,  est  une  conique  circonscrite  au  triangle  de  référence. 
Cette  conique  a  pour  équation  : 

y-y  lji~i  sin  V  —  a;,t/|Siu(B  +  V)  +  a^i'i  s^o  (C  — V)  _ 

Cas  particuliers  : 

t»  V  =  0,        œ,  =  y,  =  :;,. 

Le  lieu  des  points  harmoniquement  associés  aux  parallèles  à  Caxe  antiorthigue 
est  Vhyperbole  circonscrite  : 

V>  b  —  c 

>   =0. 

^^     X 
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(C'est  la  transformée  par  points  inverses  de-ôt.)  '^J- 

a       0       c 
Le  lieu  des  points  harmoniquement  associés  aux  parallcla  à   la  droite  de 
Lcmoine  est  l'hyperbole  circonscrite  : 

(C'est  la  transformée  par  points  inverses  de  KG.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Bernés:  ' 

«...  Le  point  M  de  la  question  647  et  le  point  A'  de  648 
jouissent  d'un  grand  nombre  de  propriétés  indépendamment 
de  celles  qu'énonce  M.  Droz-Faruy.  Une  des  plus  importantes 
à  signaler  est  que  ces  deux  points  sont  isogonaux.  Le  point  M 
ost  en  ligne  droite  avec  le  milieu  de  la  médiane  AD  et  le 
pied  de  la  hauteur  abaissée  de  A.  Il  satisfait  à  l'équipollence 
remarquable 

AM~  AB  "^  AC'  ^ 

d'oii  l'on  peut  tirer  aisément  un  grand  nombre  de  ses  pro- 
priétés, —  Pour  A',  j'indique  seulement  qu'il  est  symétrique 
relativement  au  milieu  de  BG  du  point  ou  la  médiane  coupe 
la  circonférence  ABC,  qu'ainsi  DA'  =  DD'  (voir  J.  1895, 
p.  283j  ;  enfin,  que  A'  est  à  l'intersection  des  deux  cercles 
tangents  à  BC  qui  passent,  l'un  par  A  et  C,  l'autre  par  A 
et  B...  .) 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  d'Ocagne. 

«  ...  L'énoncé  de  la  question  660  m'avait  échappé  lorsqu'il 
avait  paru. 

Permettez-moi  de  vous  faire  observer  (jue  celte  question 
constitue  précisément  le  lemme  (évident  d'ailleurs)  au  moyen 
duquel  j'ai  obtenu  une  série  de  propriétés  de  la  symédianc 
par  la  méthode  d'inversion  (.V.  A.  M.,  1881,  p.  305-367). 

(•  »  Dans  le  triangle,  rectangle  en  A,    — —  ^eil ——  ~\ 

*    '  *  AU       AB       Ai; 
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QUESTION  7 

Sjolutioii  par  M.  Ernest  Duporcq. 


Sur  les  côtés  d'un  triangle  donné  ABC,  on  construit  trois 
triangles  semblables  ABC^ ,  BCAi ,  CABj ,  tels  que  les  droites 
AA,  ,  BBj ,  CCi  concourent  en  un  même  point  D.  Démontrer 
que  les  points    Aj ,  B^ ,  C^ ,    décrivent  chacun  une  circo7iférence. 

(J.  Neuberg.) 

Je  commencerai  par  résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  donné  un  segment    BC  ,    quel  est  le  lieu  des  points    A 
situés  d\in  même  côté  de  ce  segment,  et  tels  que,  dans  le  tiiangle  ABC, 
cotgk.  +  cotgB  +  cotgG  =  K? 

En  désignant  par  a,  b,  c  et  ha,  h,  hc  les  longueurs  des 
côtés  et  des  hauteurs  du  triangle   ABC,   on  a  évidemment 

cotg  B  +  cotg  G  ==  —  • 

On  doit  donc  avoir 

a        b        c        K 

ha       ho       hc        2 

a^  4-  6*  +  c"^       K 
ou 


aha  2 

En  prenant  pour  axes  BC  et  la  perpendiculaire  Oy  au 
milieu  de  BC  ,   on  voit  que 

6^  +  c^  =  2{x^  +  y^)  +  - 

et  le  lieu  cherché  est  la  circonférence 

^{x^  +  y^)  —  Kay  +  3a^  =  o. 
On  voit  que  lescirconférencescorrespondantauxdifféreutes 
valeurs  de   K   ont  pour  axe  radical  commun  la  droite  BC,  la 

3(^2 

puissance  du  milieu   0   de   BC   ayant  pour  valeur  —  — • 

Soient  maintenant  A,BC,  BiCA  et  CjAB  trois  triangles 
semblables,  et  tels  que  les  droites  AAj  ,  BB^  et  CCj  soient 
concourantes.  Je  suppose  de  plus  que  les  points  A',  B'  et  C 
où   AAj,  BBj  et  CCi   coupent  les  côtés   BC,  CA  et  AB,   sont 
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tous  les  trois  extérieurs  ou  tous  les  trois  intérieurs  aux  seg- 
ments  AAi,  BBi  et  GGi ,   et  je  compte   négativement  dans 
le  premier  cas  et  positivement  dans  le  second,  les  angles 
p  =  CBAi  =  ACTBi  =  bTCi, 
Y  =  BCAi  =  GABi  =  ABCi. 
En  valeur  absolue,  on  a  ^^ 

A'B   _  aire  BAAj  _  BA    BAj    sinABA, 

A'G        aireGAAi        GA     GAj    sin  AGAi 
et,  grâce  aux  conventions  de  signes  précédentes,  on  déduit 
de  là  que  l'on  a  toujours,  en  grandeur  et  en  signe 
A'B  _        c    siny   sin(B  —  f) 
A'G  b    sin  p   sin  (G  —  y) 

En  multipliant  membre  à  membre  les  trois  égalités  ana- 
logues, et  en  tenant  compte  du  théorème  deMénélalis,  on  voit 

que 

sinfA— .S)  sin  (B— p)  sin  (G—  [b)  __  sin  (A— y)  sin  (B— v)  sin  (G— y) 
^  sia^fi  ~  siu^Y 

Une  première  solution  est 

^-  Y- 

On  obtient  pour  les  lieux  des  points  A',  B'  et  G'  les  perpen- 
diculaires aux  milieux  des  côtés  du  triangle  ABG.  (Les  droites 
AAj,  BBi  et  GGi  se  coupent  alors  sur  l'hyperbole  équilalère 
circonscrite  au  triangle  ABG  et  passant  par  son  centre  de 
gravité.) 

Une  deuxième  solution  est  fournie  par  l'équation  suivante, 
qui  n'est  qu'une  transformation  de  (1) 

tg  A  tg  B  tg  G  (cotg'^  S  -f-  col  g  6  cotg  Y  +  cotg^*  y)         ) 
-  (tg  B  tg  G  +  tg  G  tg  A  +  tg  A  tg  B)  (cotg  (5  +  cotg  y)  [  =  o, 

+  tgA  -f-  tgB  ■+■  tgG  ) 
qu'on  peut  écrire,  en  appelant    a    la  valeur  commune  des 
angles   Ai,  B,  et  Gi 

cotg  a  4-  cotgp  4-  cotg  Y  =  cotg  A  -h  cotgB  +  cotg  G. 

Le  lemme  démontré  plus  haut  permet  de  conclure  que  les 
points  Al,  Bi  et  G,  décrivent  trois  circonférences  passant 
respectivement  par  les  points  A,  B  et  G.  Le  lecteur  verra 
sans  diflîculté  que  les  droites  AA,,  UBjet  GGi  s,Mit  parallèles. 

Remarque.  —  Le  lemme  préliminaire  fournit  comme  cas 
particulier  le  théorème  suivant,  assez  curieux  : 
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Sur  un  segment  fixe  et  d'un  même  côté  de  ce  segment,  on  peut 
construire  six  tj'iangles  semblables  à  un  triangle  donné  :  les  six 
sommets  obtenus  sont  sur  une  circonférence.  Toutes  les  circonfé- 
rences ainsi  obtenues  ont  même  axe  radical. 


QUESTIONS   PROPOSEES 

703.  —  Si  dans  un  triangle  ABC,  on  suppose  6  =  2C,  la 
bissectrice  extérieure  de  l'angle  A  est  parallèle  à  la  hauteur 
issue  du  sommet  B,  (E.-N.  Barisien.) 

704/ —  Les  centres  des  circonférences  passant  par  trois 
des  quatre  sommets  d'un  quadrilatère  çirconscriptible  soûl  à 
leur  tour  les  sommets  d'un  quadrilatère  çirconscriptible. 

(Sollertinsby.) 

705.  —  A,  B,  P  étant  trois  points  donnés  et  D  une  droite 
fixe,  on  considère  toutes  les  coniques  F  passant  par  les  deux 
points   A,  B   et  pour  lesquelles   P  est  le  pôle  de  D; 

1°  Les  secondes  cordes  communes  aux  coniques  F  et  à  une 
conique  F',  menée  par  les  points  A,  B,  passent  par  un  point 
fixe   M. 

2°  Lorsque  la  conique  F'  varie,  le  point  M  engendre  une 
ligue  droite.  (V^^  F.  Prime.) 

706.  —  Par  le  sommet  A  d'un  angle  donné  BAC,  on  mène 
une  droite  quelconque  5  et  l'on  construit  les  paraboles  P^ ,  Pj 
tangentes,  l'une,  aux  droites  AB,  S,  l'autre,  aux  droites  AC,  S 
et  qui  admettent  toutes  deux  un  point  donné  F  pour  foyer.  Si 
Pi ,  p^  sont  les  points  où  ces  paraboles  touchent  leur  tangente 
commune  o,  on  demande  de  démontrer  que  l'angle  p^P Pt 
est  constant.  (V^  F.  Prime.) 

707.  —  Dans  un  triangle  ABC  on  a  deux  points  donnés 
P  et  Q,  placer  le  point  R  dont  les  distances  aux  trois  côtés 
de  ABC  soient  pro|)ortionnelles  au  produit  des  distances  de 
P   et  de  Q   à  ces  mêmes  côtés. 

On  exclut  évidemmeut  la  solution  (longue  et,  surtout,  peu 
élégante)  quiconsisterail  à  construire  les  moyennes  [.roportion- 
nelles  /,  m,n,  entre  les  distances  de  P  et  Q  aux  trois  côtés  et 
à  placer  le  point  R  dont  les  distances  aux  trois  côtés  seraient 
proportionnelles  à  /,  m,  n.  (E.  Lemoine.) 

708.  —  On  projette  un  point  P  d'une  corde  focale  FCD 
d'une  parabole  sur  les  tangentes  aux  extrémités  de  cette  corde. 
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Démontrer  que  la  droite  qui  joint  ces  projections  est  une  tan- 
gente à  la  parabole.  (Lucien  Lévy.) 

709.  —  On  donne  un  triangle  rectangle  AOB  ;  on  projette 
le  sommet  0  sur  l'h^^poténuse  AB,  en  (J;  puis,  C  sur  O.V, 
en  0'.  La  parallèle  menée  par  0',  à  AB,  et  la  parallèle  à 
OB,  tracée  par  le  milieu  de  00',  se  coupent  en  un  certain 
point   R;  OR  rencontre   AB   en   S. 

Démontrer  que  la  perpendiculaire  élevée  en  R  à  OR  et  la 
parallèle  à    OA,    menée  par   S,  se  coupent  sur  OB.  (G.  L.) 

710.  —  On  considère  une  circonférence  ùl,  un  diamètre 
AB,  et  un  point  M  sur  A.  Soit  H  la  projection  de  M  sur 
AB;  projetons  H,  en  K,  sur  AM.  La  perpendiculaire  éle- 
vée à  KH,  en  son  milieu,  rencontre  en  T  la  tangente  à  A, 
au  point  M.  On  trace  TK  et,  en  K,  on  lui  élève  une  per- 
pendiculaire qui  coupe  AB   en   un  certain  point  N. 

Démontrer  que   NH  est  le  quart  de  AH.  (G.  L.) 

711.  —  Dans  un  arc  de  cercle  donné  AG3,  on  inscrit  une 
ligne  [jrisée  régulière  :  démontrer  que  le  centre  de  gravité  de 
cette  ligne  s'éloigne  du  centre  à  mesure  que  le  nombre  des 
côtés  augmente.  (H.  Dellac.) 

2?l  -f-   I 

712.  —  On  donne  la  fraction   dans  laquelle    n 

271  (îl  -h    ï)  ^ 

désigne  un  nombre  entier  positif. 

1°  Démontrer  que  cette  fraction  est  toujours  irréductible; 

2"  Trouver  toutes  les  valeurs  de  n  pour  lesquelles  la  frac- 
tion peut  se  convertir  exactement  en  fraction  décimale. 

(H.  Dellac.) 

713.  —  Soit  donné  un  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c; 
si  Wi,  m^,  vij  sont  les  médianes,  bi,  b^,  b^  les  bissectrices  et 
•Si,  «2»  *,T   les  sy médianes  du  triangle,  on  a 

2^161     2m26j,    2771363  __  (a*  -h  b^){b^  +  c^)(c*  +  a"^) 
«1  6'2  «3  (a  4-  6)  (  6  -H  c)  (c  +  a) 

(Georges  F.  d'Avillez.) 

714.  —  Si  trois  nombres  positifs   x,  y,  z,    sont  tels  que 

X  +  y  +  z  =  i, 
•lémontrer  que 

(x-'  +  y^  +  s*)  -  {x'  -h  y'  -h  z^)  >  6xyz. 

(Georges  F.  d'Avillez.) 
715. — En  parlant  des  deux  nombres  donnés   a,  b  on  peut 
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former  une  suite  indéfinie  de  termes  tels  que  chacun  d'eux 
soit  égal  alternativement  à  la  moyenne  arithmétique  et  à  la 
moyenne  géométrique   entre   les   deux  termes    précédents; 

.     ,  ..    .     v/6*  —  «' 

démontrer  que  cette  suite  de  termes  a  pour  limite 


bien  .  suivant  que    b    est  plus  erraud  ou 

logl_lV^^lZ_^^ 

plus  petit  que  a. 

C'est  une  généralisation  du  théorème  de  Schwab. 

(H.  Dellac.) 
716.  —  Démontrer  que 
a-b^ 
(â^^n'^  0  +  6^  cos^  9)*(a*  sin^  9  -+-  6'  cos-  ôj 

_  («2  +  b^Y  I («^  +  b^)  I 

"^       oFb"-        a^siu^e  +  ô^cos'^e        a^b"-     'a^sin^O  +  6^  cos'-O 

I 


(a*  sin^  6+6^  cos^  Oj* 
(E.-N.  Bainsicn.) 

717.  —  Gomment  peut-on  écrire  immédiatement  les  carrés 
des  nombres  de  la  forme    loa  +  5  et  looa  4-  5  ?  (a  <  lo). 

(Jean  Negretzu.) 

718.  —  Les  carrés  des  nombres  de  la  forme  ioa-»-5,  iooa-j-5 
et  loooa  4-  5  étant  supposés  formés,  comment  peut-on  écrire 
immédiatement  les  racines  carrées. 

(Généraliser.)  (Jean  Negretzu.) 

RECTIFICATIONS 

I  »  A  propos  de  la  note  placée  au  bas  de  la  page  4 1 ,  on  nous  a  fait  observer 
que" la  question  proposée  aux  examens  de  baccalauréat  ù  la  Faculté  de 
Montpellier  n'est  pas  celle  qu'on  nous  avait  transmise. 

II  faut  lire  cosxcosy  =  b, 
et  non                                     cos  a;  +  cos  y  ^^  6, 
comme  on  nous  l'avait  fait  dire. 

2"  Page  13,  ligne  11  ;  au  lieu  de  prodtiil  des  diamètres  lisez  double  produit 
des  rayons. 

Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMI'KIMERIE    CENTRALE   DES   CHEMINS  DE  FER 
IMPRIMERIE  CU.UX,   RUE  BERGÈRE,   20,  PARIS.  —  3588-2-9C. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES         73 


ÉTUDE  SUR  L'INVOLUTION  GENERALISEE 

Par  M.  A,  IVoyep,  élève  à  l'École  polytechnique,  et  M.Ch.  Hichel,  élève 
à  l'École  normale  supérieure. 

{Suile  et  fin,  voir  page  54.) 


26.  —  iSous  Icrmiueionsce  .travail,  daus  lequel  nous  avons 
démontré  d'une  manière  systématique  les  théorèmes  les  plus 
importants  de  la  théorie  des  quadriques,  par  l'étude  d'un 
article  que  M.  Neuberg  a  publié  en  1870  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathémaliques.  Cet  article  est  relatif  à  la  théorie 
des  /nrf/rt'>>,  imaginée  par  Faure.  L'auteur  s'est  attaché  à  mon- 
trer la  profonde  analogie  qu'il  y  a  entre  les  couples  de  points 
en  involution  sur  une  droite,  les  triangles  conjugués  à  une 
conique,  etc.  Il  a  imaginé,  pour  marquer  cette  analogie,  les 
expressions  d'involulions  linéaire,  plane  et  solide.  Nous  leur 
préférons  celles  d'involutions  binaire,  ternaire,  quaternaire  ; 
car,  ce  qui  importe  surtout,  comme  nous  venons  de  le  voir, 
c'est  le  nombre  des  éléments  qui  entrent  dans  les  groupes 
en  involution. 

Les  deux  théorèmes  fondamentaux  dont  nous  nous  sommes 
servis  vont  nous  permettre  de  présenter  les  remarquables 
résultats  de  M.  Neuberg  d'une  manière  plus  simple.  Nous 
avons  modifié  les  définitions  des  indices  pour  mieux  montrer 
l'analogie. 

27.  —  On  sait  que,  si  l'on  mène  par  un  point  M»  une 
sécante  variable  à  une  quadrique,  le  produit  des  deux 
segments  portés  par  cette  droite  qui  ont  leur  origine  en 
Ma  et  leurs  exlrémités  sur  la  quadrique  est  dans  un  rapport 
constant  avec  le  carré  du  demi-diamètre  [)arallMe.  Ce  rapport 
s'appelle,  d'après  Faure,  l'indice  du  point  M«  et  nous  le  dési- 
gnerons par   M«, 

Deux  points  conjugués  Mj  et  M.^  variant  sur  une  droite  qui 
rencontre  la  quadrique  en  u  et  a',  on  a,  si  w  est  le  milieu 
de   aa'   et  d  la  longueur  du  demi-diamètre  parallèle, 

JOIH.NAL   l)i:   MATH.    l'i.KM.   —   1896.  4 
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''-  =  -IT-  ^  —W—       '^       '-  =  — d^ 

Par  coiiséqueut 

I         I  </'^    /    I  I    \  _         ^^    _ 

(7^  "^  ji;  "  m;¥,vm;z;  ~  m^J  ~_""  ^  ~  ^^^^  •' 

et  -^-^^   r= î— — ^  == =  const. 

Donc  : 

(1)  La  somme  des  inverses  de  deux  points  conjugués  variant 
sur  une  droite  est  constante  ; 

(2)  Le  produit  des  indices  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  carré  de  la  distance  des  deux  points.  Nous  appellerons  ce 
rapport  indice  de  la  droite  et  nous  le  représenterons  par  \>.^^. 

De  ces  deux  théorèmes,  il  résulte,  en  vertu  de  notre  premier 
théorème  fondamental,  que  : 

(3)  La  somme  des  inverses  des  indices  des  sommets  d'un 
triangle  conjugué  M1M2M3  par  rapport  à  une  conique  de  la 
quadrique  est  constante  ; 

(4)  Le  produit  des  indices  est  dans  un  rapport  constant 
avec  le  carré  de  la  surface  du  triangle.  Le  double  de  la  surface 
du  triangle  MiM^M^  est  en  effet  égal  au  produit  de  la  distance 
des  points  M,  et  M^  par  la  distance  du  point  M3  à  la  droite 
MiMg.  Nous  appellerons  ce  rapport  indice  du  plan  MjM^Ms 
et  nous  le  représenterons  par   ix^^s  • 

Notre  second  théorème  fondamental  nous  permet  d'en 
déduire  que  : 

(o)  La  somme  des  inverses  des  indices  des  sommets  d'un 
tétraèdre  conjugué  à  la  quadrique  est  constante  ; 

(6)  Le  produit  des  indices  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  carré  du  volume  du  tétraèdre.  Le  volume  du  tétraèdre 
MiMjMgMj  est,  en  effet,  égal  au  sixième  du  produit  de  la 
surface  du  triangle  MiMjjMg  par  la  distance  du  point  M4  au 
plan   M^M^M.,. 

28.  —  Considérons  les  deux  droites  M3M1  et  MjM^  variant 
en  tournant  autour  du  point  fixe  M3.  Nous  avons 


I 
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Donc 

D'après  le  théorème  de  Stewart,  la  parenthèse  est  égale  à 

Tï 2 


(oMi .  (0M2 
et  comme  le  produit  wMi.toMg   est  constant,  on  a 

1 —  const. 

;-^i2       [-'■23  ■ 
Donc 

(7)  La  somme  des  inverses  des  indices  de  deux  droites 
conjuguées  qui  varient  dans  un  plan  en  tournant  autour  d'un 
point  fixe  est  constante. 

Nous  avons,  par  définition  de    u.i^  et  de  [j.^^  : 


H'23    —    [^3  * 


'2 


M3Ml^M3M 
et  comme 

M3M1  .  M3M,  .  sin  (M3M1,  M3M,)  =  2  surf.  MiM2M3, 

sin^  (M3M1,  M3M,)  ~  ''■''*  4(surf.  MiM.Ma)^  ~  4  '^''''  ~  ^        ' 
Donc  : 

(8)  Le  produit  des  iudices  des  deux  droites  est  dans  un  rap- 
port constant  avec  le  carré  du  sinus  de  leur  angle. 

Notre  premier  théorème  fondamental  nous  permet  de 
conclure  du  théorème  (7)  que  : 

(9)  La  somme  des  inverses  des  indices  des  côtés  d'un  triangle 
conjugué  par  rapport  à  une  conique  de  la  quadrique  est  cons- 
tante ; 

(10)  La  somme  des  inverses  des  indices  des  arêtes  d'un 
trièdre  conjugué  par  rapport  à  un  cône  circonscrit  à  la  qua- 
drique est  constante. 

De  ces  deux  théorèmes,  il  résulte,  en  vertu  du  second  théo- 
rème fondamental,  que: 

(H)  La  somme  des  inverses  des  indices  des  arêtes  d'un 
létraèdrc  conjugué  par  rapport  à  la  quadrique  est  coustaiite. 

29.  —  Considérons  les  trois  droites  M^M,,  M^M.^,  M4M3 
variant  eu  tournant  autour  du  point  fixe  M^.  Nous  avons 
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y-ilJ-i  [J-4M-2  i^ii^-; 


Mais  le  volume  du  tétraèdre   MiM^MgM^   est  égal  à 
V  =  4  M,Mi .  M^M^ .  M4M3  sin  (angle  sol.  M^), 


Doue 

1^-41  •  [-'•42  •  [-'■.43  [-'■4    i-'-i:^-2!''-3:-'-i 


=  const. 


siu^  (augle  sol.  Mj)        36         V 

Par  conséquent, 

(12)  Le  produit  des  indices  des  arêtes  d'un  trièdre  conjugué 
par  rapport  à  un  cône  circonscrit  à  la  quadrique  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  carré  du  sinus  du  trièdre.  • 

30.  —  Considérons  les  deux  plans  M3M4M1  et  MaM^M, 
variant  en  tournant  autour  de  la  droite  fixe  M3M4.  Nous  avons 

1^134  =    ,^„.  .,  .,  ..  ,,     et      -       - 


d'où       [J-isi  .  [V.234    =:    \X3IX 


surf.  MiM3M,)^  ''"^       (surf.  ÛLMgMj'-' 


Y  '- 


'"  '  '(surf.  M1M3M,)*  X  (surf.  M.MgM  J^ 
Mais  le  volume  du  tétraèdre   M1M2M3M4   est  égal  à 

2(surf.MiM3M,)x(surf.MiM3M,)xsin(M,M3M„M,M3Mj 


3  M3M, 

Donc 

[-'•134  ><   !^-234  4    [J-aM'*      l^ll^ilHl^-i 


=  const. 


sin^  (M,M3M,,  M,M3M,)       9  M^M,'       ^' 

Par  conséquent, 

(13)  Le  produit  des  indices  de  deux  plans  conjugués  tour- 
nant autour  d'une  droite  fixe  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  carré  du  sinus  de  leur  angle. 

Nous  avons 

t  I       _      1    /(surf.  MiM3M,)^       (surf.  M,M3MJ' 


1^1 3  i  [''•234  [H^i 

d'    /(surf.  M,M.,MJ^       (surf.  M.MgMJ^ 


^j..i\i.,\     MjM^.MiW  M,Mi.M,w 
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D'après  le  théorème  de  Stewart  généralisé,  la  parenthèse 
est  égale  à 


4  V-- 1-2, --!.--;/  cMj.coM, 

et,  comme  le  produit   (oMi.ojM^   est  constant,  on  a 


I               I 
1 ■  =  coust. 


Donc  : 

(14)  La  somme  des  inverses  des  indices  de  deux  plans  conju- 
gués tournant  autour  d'une  droite  fixe  est  constante. 

Notre  premier  tliéorème  fondamental  nous  permet  d'en 
conclure  que  : 

(lo)  La  somme  des  inverses  des  indices  des  faces  d'un  trièdre 
conjugué  par  rapport  à  un  cône  circonscrit  à  la  quadrique  est 
constante. 

Nous  en  déduisons,  au  moyen  de  notre  second  théorème,  que: 

(16)  La  somme  des  inversos  des  indices  des  faces  d'un 
tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  la  quadrique  est  constante, 

31.  —  Remarquons  enfin,  avec  M.  Neuherg,  les  deux  pro- 
priétés fondamentales  des  involutions  binaire,  ternaire  et 
quaternaire. 

I.  La  somme  des  inverses  des  indices  de  deux  droites  ou  de 
deux  plans  variant  en  involution  binaire;  —  de  trois  points, 
de  trois  droites  dans  un  même  plan  ou  passant  par  un  même 
point,  de  trois  plans  variant  en  involution  ternaire;  —  de 
quatre  points  ou  de  quatre  plans  variant  en  involution  quater- 
naire, est  constante. 

II.  Le  produit  des  indices  de  deux  points,  de  deux  droites 
ou  de  deux  plans  variant  en  involution  binaire;  —  de  trois 
points,  de  trois  droites  passant  par  un  même  point  variant  en 
involution  ternaire;  —  de  quatre  points  variant  en  involution 
quaternaire,  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la 
distance  des  deux  points,  du  sinus  de  l'angle  des  deux  droites 
ou  du  sinus  de  l'angle  des  deux  plans;  —  le  carré  de  la  sur- 
face du  triangle  formé  par  les  trois  points,  du  sinus  du 
trièdre  formé  par  les  trois  droites;  —  le  carré  du  volume  du 
tétraèdre  qui  a  pour  somrL.cIs  Its  quatre  points. 
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SUR  LES  CERCLES  RADICAUX 

Par  M.  tf  nan- J.  Ouran-Ijoriga,  commandant  d'artillerie,  à  La  Corogne. 


On  sait  que  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  leurs 
puissances  par  rapport  à  deux  circonférences  fixes  conservent 

un  rapport  donné  —est  une  circonférence.  Si  nous  supposons 

m  =—  n,  cette  ligne  sera  donc  le  lieu  des  points  tels  que  leurs 
puissances  relatives  à  deux  autres  circonférences  soient  égales 
et  de  signes  contraires.  Par  une  analogie  naturelle,  nous  la 
nommerons  circonférence  radicale  (*)  des  proposées. 

Il  est  très  aisé  à  déterminer  son  centre  et  son  rayon. 

Appelons  Pq  et  Pq'  les  puissances  d'un  point  P  du  plan 
par  rapport  aux  circonférences  0,0'.  L'on  aura  Pq  -\-  Po  =  o. 
D'après  cela  1,1'  étant  les  distances  de  P  aux  centres,  d  la  dis- 
tance  00'  ;  on  a 

/2    +    /'2    =    R2    +    R'2. 

Le  centre  de  la  circonférence  en  question  est,  par  consé- 
quent, le  milieu  de  00'  ;  son  rayon  p  est  donné  par  la  for- 
mule 

(1)  P  =  -v/2(R'^+  R'^)  -  d\ 

Pour  que  la  circonférence  radicale  existe,  il  faut  que  l'on  ait 
d  <  v/2(R''  4-  R''');  cette  condition  se  réalise  toujours,  lorsque 
les  circonférences  sont  tangentes  (soit  extérieures,  soit  inté- 
rieures) sécantes  ou  intérieures,  mais  si  elles  sont  extérieures, 
la  circonférence  radicale  sera  réelle  ou  imaginaire. 

Lorsque  les  circonférences  sont  sécantes,  la  circonférence 
radicale  devant  évidemment  passer  par  les  points  communs 
(points  de  puissance  zéro),  l'on  pourra  la  décrire  immédiate- 
ment. Quand  elles  sont  tangentes  extérieures,  la  circonférence 

(*)  Quelques  auteurs,  surtout  les  Anglais,  appellent  »  cercle  radical  » 
celui  qui  coupe  orthogonalement  trois  autres  ;  mais  il  nous  semble  pré- 
férable d'adopter  la  dénomination  très  usitée  de  «  cercle  orthotomique  »  et 
d'appeler  cercle  radical  celui  dont  l'étude  nous  occupe. 
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radicale  sera  tangente  intérieurement  à  celle  qui  a  le  plus 
grand  rayon  au  point  de  tangence,  et  comme  leur  centre  est 
dans  tous  les  cas  le  milieu  de  la  ligne  des  centres,  son  tracé 
est  immédiat.  Si  l'on  veut  calculer  son  rayon  on  fera,  dans  (1), 
ci  =  R  +  R',  dans  la  valeur  de  p,  et  il  en  résulte,  par  consé- 
quent 

P,  =  I  (R  -  R'). 

Quand  les  circonférences  données  sont  tangentes  intérieu- 
rement, la  circonférence  radicale  est  tangente  à  celles-ci  au 
point  commun  et  son  rayon  est 

P.  =  ^  (R  +  R'). 

Si  les  circonférences  données  sont  concentriques,  la  circon- 
férence radicale  est  concentrique  à  celles-ci  et  l'on  obtiendra 
son  rayon  faisant  rf  =  o,  dans  la  formule  (1);  on  a  donc 

P3  =  -^v'2(R^  +  R'^). 

Pour  le  tracé  graphique  de  la  circonférence  radicale  relative 
à  deux  circonférences  extérieures  (quand  elle  existe)  ou  de 
deux  circonférences  intérieures,  on  le  détermine  par  les  consi- 
dérations que  nous  allons  exposer. 

Considérons  trois  circonférences  0,  0'  et  0  ",   appelons  U^q, 

la  circonférence  radicale  de   0  etO';  n^(,",  celle  de   0  et  0"; 

si  ces  circonférences  se  coupent,  l'on  aura  pour  les  points 

d'intersection 

P    — —  P  , 

P   —  —  p  ,, 

et,  par  conséquent,  Pq'  —  Pq",  c'est-à-dire  que  l'axe  radical  de 
0'  et  0"  est  aussi  l'axe  radical  de  U^f^f  et  Iloo".  Lorsque  les 
circonférences  radicales  ne  se  coupent  pas,  il  est  aussi  facile 
de  donner  une  démonstration  géométrique,  et  encore  plus  aisé 
de  le  démontrer  analyliquoment,  comme  nous  ferons  doréna- 
vant. 

Cette  observation  suggère  un  moyen  de  trouver  la  circon- 
férence radicale  de  deux  circonférences  extérieures  (si  elle 
existe)  ou  de  deux  circonférences  intérieures   0  et  0'. 

Coupons-les  par  une  troisième  circonférence  0"   et  déter- 
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minons  la  circonférence  radicale  de  0  et  de  0';  puis  l'axe 
radical  de  0'  et  de  0''.  On  aura  ainsi  un  ou  deux  points  de  la 
circonférence  que  l'on  veut  déterminer  et  dont  le  centre  est 
connu. 

La  circonférence  0"  doit  être  tellement  choisie  que  l'axe  et 
la  circonférence  radicale  se  coupent. 

S'il  se  présente  un  cas  où  les  données  soient  extérieures 
(seul  cas  où  il  peut  y  avoir  impossibilité)  pour  voir  si  la  cir- 
conférence radicale  est  réelle,  on  peut  employer  la  construc- 
tion suivante; 

Élevons  à  l'extrémité  du  rayon  OA  la  perpendiculaire  AB 
égale  au  rayon  R'  de  l'autre  circonférence;  traçons  OB, 
puis  la  perpendiculaire  BG  —  OB  ;  si  la  circonférence 
décrite  avec  le  rayon  OC  enveloppe  le  centre  0',  la  circon- 
férence radicale  existe. 

La  simplicité  de  cette  construction  épargne  d'autres  explica- 
tions. Lorsque  deux  circonférences  sont  orthogonales,  on  voit 
bien  clairement  que  la  circonférence  radicale  correspondante 
passe  par  leurs  centres,  comme  on  le  déduit  aussi  de  la  valeur 

de  c.  On  a,  en  effet,  R^  +  R'*  =^00^-,  et  par  suite  o  =  ioO'. 

3 

La  réciproque  se  vérifie  facilement. 

La  considération  de  circonférences  radicales  nous  permet 
de  résoudre  immédiatement  le  problème  suivant  : 

L'oti  a  deux  circonférences  A,  A'  tangentes  ( intérieurement  par 
exemple)  de  centres  0  et  0'  et  de  rayons  respectifs  R  et  R';  par 
le  point  de  tangence  P,  traçons  des  sécantes  telles  que  pam,  et 
prenons  en  sens  contraire  am'  =  am.  Qutl  est  le  lieu  géomé- 
trique d  u  poin  t   m  '  ? 

Traçons  la  circonférence  0"  qui  ait  comme  circonférence 
radicale,  par  rapport  à  A,  A';  on  a,  en  valeur  absolue, 
ap.am  —  ap.am;  ou,  am'  =  am;  le  lieu  cherché  est,  par 
conséquent,  la  circonférence   0". 

Pour  déterminer  son  rayon  x,   il  faut  observer  que 

R'  =  -  (R  -  X), 

d'où  a;  =  R  —  2R'. 

La  circonférence  trouvée  est  tangente  (extérieurement  ou 
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intérieurement)  à  A;  extérieurement,  lorsque  R  —  2R'  est 
positif;  intérieurement,  dans  les  cas  contraires.  Si  A'  passe 
par  le  point  0,  le  lieu  géométrique  se  réduit  au  point  P;  ce 
résultat  est  évident. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  si  l'on  a  trois  circonfé- 
rences 0,  0'  et  0"  et  que  l'on  détermine  les  circonférences 
radicales  de  deux  groupes  (0,  0'  et  0,  0",  par  exemple)  l'axe 
radical  de  ces  circonférences  radicales  est  le  même  que  celui 
des  circonférences  du  troisième  groupe.  Cela  nous  permet  de 
démoutrer  facilement  que  les  circonférences  décrites  sur  les 
médianes  d'un  triangle  comme  diamètres  ont,  deux  à  deux, 
pour  axes  radicaux  les  hauteurs  de  ce  triangle.  Il  faut 
observer,  ou  elTet,  que  si,  sur  les  côtés  d'un  triangle  comme 
diamètres,  l'on  décrit  des  circonférences,  les  radicales  de 
celles-ci  sont  celles  que  l'on  a  tracées  sur  les  médianes  (par 
exemple,  celle  qui  correspond  aux  circonférences  décrites  sur 
6  et  c  est  celle  qui  a  comme  diamètre  la  médiane  relative  au 
côté  a)  ;  il  résulte  donc,  de  cette  observation,  que  les  axes 
radicaux  des  dernières  sont  les  mêmes  que  ceux  qui  corres- 
pondent aux  premières;  c'est-à-dire  les  hauteurs  du  triangle. 
Nous  avons  donc  six  circonférences  dont  le  centie  radical 
commun  est  l'orthocentre  du  triangle  donné. 

Si  nous  considérons,  à  présent,  les  circonférences  décrites 
des  milieux  des  côtés  comme  centres  avec  des  rayons  égaux 
aux  médianes  correspondantes,  et  celles  que  nous  avons 
nommées  (par  des  raisons  exposées,  Progreso  Matemalico, 
vol.  V,  p.  70)  ci7xonférences  potentielles,  il  est  évident  que 
les  susdites  circonférences  sont  celles  que  l'on  a  décrites 
en  prenant  comme  diamètres  les  médianes  du  triangle 
aut'complémentaire.  D'ailleurs,  et  en  vertu  de  ce  que  nous 
avons  dit  précédemment,  ces  circonférences  sont  les  radicales 
de  celles  que  nous  avons  décrites  sur  les  côtés  de  ce  dernier 
triangle;  nous  pouvons  dire,  en  conséquence,  que  les  circon- 
férences décrites  des  sommets  d'un  triangle  comme  centres,  avec  des 
rayons  égaux  aux  côtés  opposés,  ont  pour  circonférence  radicales 
les  potentielles  du  susdit  triangle.  Ou  voit  alors  pourquoi  leur 
centre  radical  est  l'orthocentre  du  triangle  anticomplémen- 
lairo  du  proposé. 

JUUK.NAL   UB   UATH.    BLKU.  —   1896.  4. 
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Voilà  donc  un  second  groupe  de  six  circonférences  qui  ont 
le  même  centre  radical. 

Nous  avons  dit  que  lorsque  deux  circonférences  sont  ortho- 
gonales, la  circonférence  radicale  a  comme  diamètre  la  ligne 
des  centres,  et  comme  le  cercle  de  Longchamps  (*)  est  ortho- 
tomique  à  ceux  que  nous  avons  décrits  des  sommets  comme 
centres,  avec  des  rayons  égaux  aux  côtés  opposés,  il  s'ensuit 
que  les  circonférences  qui  ont  pDur  diamètres  les  droites  qui 
joignent  les  sommets  d'un  triangle  à  l'orthoeentre  de  son 
anticomplémentaire  sont  les  radicales  du  cercle  de  Long- 
champs  et  des  trois  autres  cercles  cités  plus  haut. 

Le  même  critérium  peut  nous  être  utile  pour  trouver  les 
circonférences  radicales  de  quelques  autres  circonférences 
remarquables  du  triangle;  mais,  dans  tous  les  cas,  on  peut 
utilement  avoir  recours  à  la  Géométrie  Analytique. 

Soient  C  =  o  ,  G'  =  o  les  équations  de  deux  circonférences, 
celle  de  la  radicale  sera  C  +  C'=o,  soit  qu'il  s'agisse  de  coor- 
données cartésiennes,  soit  qu'on  ail  affaire  à  des  coordonnées 
trilinéaires  ;  la  circonférence  radicale  correspondant  à  celles 
qui  sont  représentées  par  les  équations  : 

x^  -!•  if  +  2A«  +  2B?/  +  G  =  o. 
a;2  +  if  +  2A'«  +  2^' y  +  U'  =  o; 
a  pour  équation  : 

x-i  +  y".  +  (A  +  k')x  +  (B  +  B'j?/  +  -  (G  +  G')  =  o. 

Si  l'on  prend,  eu  particulier,  la  ligne  des  centres  pour  l'axe 
des  X  et  que  l'une  d'elles  ait  son  centre  à  l'origine  (axe  rec- 
tangulaire), la  circonférence  radicale  sera  : 

2(R^  +  R'^)  -  a" 


\  2/ 


4 

résultat  qui  vérifie  (ce  que  nous  avons  vu  précédemment)  que 
pour  que  la  circonférence  radicale  existe,  la  distance  de  centres 
doit  être  itiférieure  à  v/2(R*  +  R''*. 

Si  cette  distance  est  \/2  (R**  +  R'^),    la  circonférence  est 
réduite  à  un  point  placé  sur  la  ligne  des  centres,  iutérieure- 


Voyez  J.  S.,  1886,  p.  o7. 
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ment  à  la  circonférence  de  plus  grand  rayon  et  à  une  distance 
de  sou  centre  égale  à  la  moitié  de  la  précédente  quantité. 

Quand  il  s'agit  de  coordonnées  barycentriques  et  que  les 
circonférences  données   sont,    dans   la    forme  indiquée   par 
M.  de  Longchamps  iJ.  S.,  18S6,  p.  o"),  représentées  par 
Sa  X  Swa  -  Sa'^PY  =  0, 
Sv.  X  Sw'a  -  So^Py  =  O, 
la  circonférence  radicale  a  pour  équation 

Sa  .  li[U  ■+■  u')<x  —   2Sa''PY  ==  O. 

Il  est  très  facile  de  prouver  analytiquement  un  cas  que  nous 
avons  observé  précédemment;  c'est  que  si  nous  avons  trois 
circonférences  OO'O"  et  que  nous  les  groupions  deux  à  deux, 
l'axe  radical  des  circonférences  radicales  de  deux  groupes 
Test  aussi  du  troisième. 

Nous  avons,  on  etfel,  si  nous  appelons  C  =  o,  C  =  o, 
C"  =  o,     les  équations  des  trois  circonférences  données  : 

La  circonférence  radicale  de  L'axe  radical  de 

est    C  -t-  G'  =  o,        .,   ,   ^„        '  est  C  -  C  =  o, 

U    =  o,  L<  4-  L     =  o, 

celle  de  L'axe  radical  de 

,  _  est    G  +  C   =  o,  ,  _  est    G   -  G    =  o. 

( .   —  o,  G    —  o, 

Si,  après  avoir  trouvé  les  circonférences  radicales  corres- 
pouda-ità  trois  circonférences  données,  nous  opérons  de  même 
(quand  on  le  peut)  avec  celles  que  nous  obtenons  successive- 
ment, il  pourra  en  résulter  des  séries  triples  de  cercles  soumis 
à  certaines  liaisons  dont  l'élude  ne  peut  manquer  d'élie  bien 
curieuse. 

La  considération  de  circonférences  radicales  dans  la  Géo- 
métrie du  triangle  appliquée  à  des  cercles  remarquables  de 
celui-ci,  à  d'autres  cercles  et  à  des  droites  ou  à  des  points 
remarquables  de  ce  triangle,  conduira,  croyons-nous,  à  des 
faits  intéressants.  Pour  l'instant,  nous  nous  bornerons  à 
signaler  des  idées  que  nous  nous  proposons  de  dévelojjpcr 
à  une  aulrc  occasion. 
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COMPARAISON  DES  CONSTRUCTIONS  RELATIVES  A  L'ÉQUATION 

a  sin  X  -h  b  cos x  =  c  (*) 

Par  M.  Dernès. 


j°  Solutions  Lauvernay  et  Lemoine.  —  Les  deux  solutious  sont 
identiques  au  point  de  vue  graphique.  L'explication  eu  peut 
être  rendue  intuitive.  Si  l'on  considère  le  triangle   OAB  dont 

les  côtés  OÂ,  OB  sont  a,  b 
et  dont  l'angle  (OB,  OA)  est 

égal  à  +  -   ou   —  -  selon 

2  2 

que,    b   étant  supposé  posi- 
tif, a  est  positif  ou  négatif, 
b  cos  X  -i-  a  sin  x  est  la  pro- 
jection du  contour  BOA  ou 
de  sa  résultante  BA  sur  un 
axe   BZ   qui  fait  l'angle  x 
avec    BO.(BZ,  BO)  =  x,    et 
comme  celle  projection  BM  est  égale  à  c,  M  est  l'intersection 
du  cercle  B(c)  et  du  cercle  décrit  sur  AB   comme  diamètre. 
Telle  quelle,  la  construction  s'exécute  ainsi  : 

Droite  arbitraire   X'X i  (**) 

Cercles   0{a),    0{b)   dont  le  second  coupe    X'X 

en  B,  B' 4  +  4 

B(c),    B(p),   B'(p)   ou   p   est  arbitraire 44-1+2 

OY  intersection  de  B(p),    B'(p)   qui  coupe   0(a) 
en  A 3 


(*)  Cet  article,  composé  avant  que  j'aie  eu  connaissance  de  celui  de 
M.  Lemoine,  a  dû  être  modifié  pour  éviter  les  redites  et  pour  mentionner 
la  Solution  Lemoine.  (Voyez  J.  E.  p.  59). 

(**)  Si  l'on  tient  à  distinguer  les  opérations  élémentaires  relatives  au 
tracé  des  droites  et  des  cercles  et  celles  qui  se  rapportent  à  la  mise  en 
place  de  l'instrument,  règle  ou  compas,  on  peut,  au  lieu  de  la  notation 
Lemoine,  qui  est  trop  longue,  désigner  par  ô,  y  l'opération  du  tracé  de 
la  droite  ou  du  cercle,  et  mettre  en  indice  les  opérations  de  mise  en 
place  :  ainsi  ôs  remplacera  Rj  4-  2R, ,  ys  remplacera  C,  4-  3C,  ou 
G,  4-  2C,  4"  C,.  Le  compte  s'en  fait  de  même. 
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AB 3 

A{p)  et  l'intersection  de  A(p)  et  B(û)  qui  donne  a, 

milieu  de   AB 2  +  3 

a(aA)  qui  coupe   B(c)   en   M   et  M',  BM,  BM'  .     3  +  3+3 
Simplicité  36,  6  droites,  7  cercles. 
Les  angles  (BZ,  BO),  iBZ",  BO)  sont  les  deux  valeurs  de  x, 

BZ  et   BZ'   ayant  les  sens  BM,  BM'   ou  les  sens  contraires, 

selon  que  c  est  positif  ou  négatif. 

AB 
Lorsque    c  est  plus  grand  que    0    et  que    — >    on   peut 

prendre   0  —  c ,   ce  qui  supprime  le  cercle    B   (p)    et  réduit 
la  simplicité  à  35. 

Simplification.  —  Au  lieu  de  déterminer  BZ  par  le  point  M, 
on  peut  le  déterminer  par  le  point  N 
situé  à  la  distance  BN  =  2BM  =  2c. 
On  a  AN  =  AB,  N  est  donc  :  intersec- 
tion des  cercles  A  (AB),  B(2C)  (2c  s'ob- 
tient commô  diamètre  du  cercle   B(c)  ). 

On  supprime  ainsi  A(p),  AB,    la  per- 
pendiculaire, au  milieu  de  AB,  et  a(aA). 

Économie  4;  simplicité  32,   4  droites  et  7  cercle'. 

Mais  on  peut  ramener  le  nombre  des  cercles  à  6,  ou  même 
à  5. 
On  trace  un  cercle  arbitraire    w   et  dans  ce 

cercle  un  diamètre  quelconque  AA'  .  .  . 
Le  cercle  A(a)  coupe  oj  en  0,  on  (race  OA' 
0(6)  coupe  OA'  en  B,   on  trace  B(ci,  B(2c), 

A(AB) 

On  joint  B  aux  intersections  N,  N'  de  B(2C) 

et  ArAB) 3  +  3 

Simplicité  3  i . 

Dans  le  cas  de   c  >  -  ,  il  convient  de  prendre  c  pour  rayon 

du  cercle   w  ,    le  diamètre   AA'  est  alors    2c  et  B(c)   devient 
inutile. 

Simplicité  29,  4  droites,  5  cercles. 
Une   autre  manière   d'opérer,  que  M.  Lemoine  a  écartée 
comme  trop   longue,   mais  qui  est  en   réalité   très   simple, 


I  +  2 
4  +  3 

4  +4  +  4  +  3 
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consiste  à  remplacer  le  triangle   OAB   par  le  triangle   [3aB 
dont  les  côtés  de  l'angle  droit   Sa.  3B   sont  - -,    -  ;  les  points 

'  2         2 

M.  M'  s'obtiennent  alors  par  l'intersertion  des  cercles    B(c). 
a(aB). 

D'un  point    B    de    X'X    on  décrit    B(6)    qui  coupe    X'X 
en  D  et  que   D(6)   coupe  en   d,  d'.   La  droite  dd'   donne  le 

milieu  (3  de  BD 

8  -»-  Yg  +  Yi  4-  §2. 
De  même,  on  coupe  le  cercle  8(a  i, 
qui  rencontre  dd'  en  E,  par  E(a): 
l'intersection     ce'     donne  le  mi- 
lieu  a   de   SE 

ï:3    -+-    ïl    +    3n. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  tracer   a(aB),  B(c)   et   BM,  BM'. 

Y2  +  Ï3  +  2o„.     Eu  tout   0  +  45„  +  2Yi  4-  Y2  -+-  3V3. 

Simplicité  32. 

Dans  la  pratique,  où  les  données  a,  b,  c  sont  habituellement 

des  nombres  et  non  des  longueurs,  et  où  les  longueurs  qui 

a      b 
représentent-»    -  sont  aussi  faciles  à  construire  que  celles 
22 

qui  représenteraient  a  et  b,  cette  substitution  de   paB  à  OAB 

constituera  la  plus  simple  de  toutes  les  solutions. 

Enfin,  la  solution  Lauvernav  ou  Lemoine  peut  se  ramener 

aux  solutions  Droz-Farny  ou  de  Lougchamps.   L'angle     œ 

ou  ZBO  est  égal  à  MAY  ou  POY,  P  étant  la  projection  de  0 

sur  BZ.  Or,  on  voit  aisément  que  si    F   est  l'intersection    OP 

et  AB ,    OP  = — ,    de    sorte   que  F   et 
c 

par  suite  x  s'obtient  par  l'intersection  de 

AB  et  0(  —  j,    ce  qui  est  un  des  modes 

opératoires  de  la  solution  de  Longchamps. 
Ou  mieux,  si  BC  =  c  et  que  GG-  s  -it  parallèle  à  OP,  CCi 
=  a.  Ce  qui  ramène  à  la  solution  Droz-Farny  :  Construire 
OAB,  prendre  BG  =  c  et  couper  AB  par  G(a)  ;  l'angle  que 
fait  la  droite    GG,   ainsi  obtenue,  avec  OY   est  l'angle  x. 

Solution  Di'oz-Farny.  —  En  construisant  OAB,  comme  dans 
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le  premier  mode  de  la  construction  Lauvernay,  on  a  pour 
aimplicilé  3o,  et  si  c  est  >  à,  elle  se  réduit  à  29.  (M,  Lemoine 
a  trouvé  28,  mais  il  n'a  pas  compté  le  tracé  de  AB  ,  ce  qui 
lait  3i.) 

Solution  de  Longchamps.  —  Si,    0   étant  arbitraire,  on  pose 
p  sina;  =  u,    p  cosic  =  v    ei  que 
M    et  M'  soient  les  intersections 
du  cercle    u^  +  v^  —  c,^  et  de  la    Ap^ 
droite    au  -h  bv  =  c,    les  angles 

MOV,  M'OV  sont  les  valeurs  de  x.   _l 

La  droite    au  -\-  bv  =  c  est   une       •        ^  c       b 

parallèle  à  la  droite    AB    des  solutions  précédentes  menée 

cp  „.  .,  ^         ab  . 

par  le  point  v  =  o,  u  —  —.bi  ion  prend  p  ==  — ,  cette  paral- 
lèle coïncide  avec  AB  ;  il  n'y  a  donc  qu'à  couper  AB  par 
le  cercle  0[  —  ) .   Mais  il  est  plus  simple  de  prendre   p  =  a, 

la  parallèle  à  AB  passe  alors  par  le  point  G  situé  à  la  distance 
OG  =  c.  Si  donc  au  lieu  du  triangle  OAB  on  construit  le 
triangle  égal  COiAj,  on  est  ramené  à  la  solution  Droz-Farny. 

Conclusion.  —  Au  point  de  vue  géométrographique,  toutes 
ces  solutions  se  valent  à  peu  près.  Celles  de  MM.  Lemoine  et 
Lauvernay  se  confondent;  et  le  mode  opératoire  le  plus  simple 
de  la  solution  proposée  par  M.  de  Longchamps  se  confond 
avec  celui  qui  correspond  à  la  solution  de  M.  Droz-Farny. 


QUESTION   184 

Solution  par  M.  .T.  Chapro.n. 


On  donne  une  circonfcî'ence  0  et  deux  points  fixes  I  et  V  sur 
un  même  diamètre;  on  imagine,  en  outre,  un  diamètre  mobile  dont 
les  extrémités  sont  A  cl  A'.  Cela  posé,  on  considère  lu  circonfé- 
rence lAO  et  la  circonférence  l'A'O  ;  ces  circonférences  se  cou- 
pent en  un  point   M  dont  on  demande  le  lieu. 

1"  Discuter  ce  lieu  lorsque  les  points  I  et  1'  prennent  différentes 
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positions;  en  particulier,  chercher  ce  qui  arrive  lorsque  I  et  ï 
sont  symétriques  par  rapport  à  0  et  indiquer  dans  quelles  condi- 
tions ce  lieu  est  tout  eniier  à  Vintérieur  ou  tout  entier  à  l'extérieur 
du  cercle  O  ; 

2°  Ce  lieu  est  un  certain  cercle  w  ;  calculer  son  rayon  et  sa  dis- 
tance au  point   0  ; 

3"  Cela  fait,  on  demande  de  démontrer  que  les  circonférences  qui 
sont  tangentes  à  m  au  cercle  0  et  qui  passent  par  0,  passent 
aussi  jorcémmt  par  un  des  points  I  et  Y;  étudier  les  conditions 
de  possibilité  et  faire  voir  que  les  cercles  possibles  demandés  sont  en 
nomhix  :  zéro,  deux  ou  quatre; 

'6°  bis.  Si  par  un  point  M  du  lieu  on  mène  une  circonférence 
tangente  en  0  à  II',  le  lieu  géométrique  du  point  w  d'intersection 
avec  le  diamètre  mobile  kk!  correspondant  au  point  M  est  un 
cercle  de  centre  0  ; 

4"  On  fait  varier  le  rayon  du  cercle  sans  changer  le  centre,  ni  la 
position  des  points  I  et  V  ;  étudier  le  déplacement  du  centre  w 
pour  les  différentes  valeurs  du  rayon  variable  et  démontrer  que  la 
polaire  de  0  par  rapport  aux  diverses  circonférences  du  lieu  est 
une  droite  invariable; 

5°  Généraliser  le  problème  par  projection  conique,  à  l'aide  de  deux 
sections  circulaires  antiparallèles.  (Eug.  Vigneron.) 

Soient  OA  =  R,     01  =  d,     01'  =  d'. 

Transformons  la  figure  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en 
prenant  R*  pour  puissance  d'inversion  ;  I,  I'  ont  pour 
inverses  les  points  i,  i';  les  circonférences  lAO,  l'A'O  pas- 
sant par  l'origine  deviennent  des  droites  Ai,  A'f ,  et  M  vient 
en  m,  etc.  Joignons  Ai',  k'i  qui  se  coupenl  en  n  et  pro- 
longeons les  droites  mO,  ik'  jusqu'à  leur  rencontre  eu   R. 

Dans  le  quadrilatère  complet  Ami'OiR,  la  diagonale  lA' 
est  divisée  harmoniquement  en  w  et  R  par  les  deux  autres  : 
le  faisceau  mi/iA'R  est  harmonique  et  la  division  mki'O  qu'il 
détermine  sur  0/  l'est  aussi.  De  plus,  le  diamètre  AA'  étant 
divisé  en  deux  parties  égales  par  les  droites  mk,  mO,  mk' 
issues  du  point  m,  si  par  ce  point  on  mène  une  parallèle 
à  AA',  cette  parallèle  et  les  trois  droites  citées  détermine- 
ront un  faisceau  harmonique,  donc  cette  parallèle  se  confond 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  89 

avec   mkn   et   0,i,i'    étant  fixes,  le  point   k  l'est  également. 

De  plus,    mk    étant  parallèle  à    OA,    le  rapport    —  .—  — 
^  ^  ^^         OA       iO 

■=  constante. 

Donc  le  lieu  du  point   m   est  un  cercle  de  centre  k,  homo- 

iJ'  i'k 

thétique  au  cercle   0,  /'  ou  i'  étant  le  centre  et  —    ou    —     le 

rapport  d'homothétie.  D'ailleurs,  i  et  i'  sont  les  centres  de 
similitude  des  cercles  0  et  k. 

En  revenant  à  la  figure  primitive,  on  voit  que  la  proposition 
énoncée  est  vérifiée. 

Si  l'on  cherche  le  lieu  du  point  N  d'intersection  des  cir- 
conférences  lA'O,  l'AO,    on  trouvera  la  même  circonférence. 

d  -h  d' 
=  ;    ainsi  le  pied  de  la  polaire  de  0   par  rapport  au 

cercle  w  passe  par  le  milieu  de  II',  Pour  trouver  à  quelles 
conditions  le  lieu  est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle  0,  cal- 
culons les  distances  des  extrémités  du  diamètre  ef  au  centre  0 
et  celles  de  leurs  inverses   E  et  F. 

R»  2R» 

mk  _  ik  _  Oi  —  Ok  _  d        d  -\-  d'         d'  —  d 
'R  ~  JÔ~        Ul        ^  R^  ^    d  -h  d'  "' 

Oe  =  Ok  +  mk  = +  R = 2R  -  (/'  4-  d), 

d  -h  d  d  -h  d        d  +  d    ^  ' 

(jf  —  Ole  —  jiik  —  R ; —  . 

d  -h  d 

T,           i    r^T?      ^^        ^      d  +  d'  _^,        ^,       d  -h  d' 

Par  suite  0E  =  -—   =  R— -,  OF  =  R 


Oe  2R  +  d  -  d"  2R  +  d'  -  d 

Pour  que  le  lieu  soit    intérieur  à  la  circonférence    0,    il 

faut  que  OE  et  OF   soient  plus  petits  quû    R   et  par  suite 

,,        .,        d  +  d'  ,      ^         d'  +  d  ,        ,      ^ 

que  1  on  ait  -:  <  1    et   — ■  <  1  ou  f/  <  R 

zR  +  d  —  d  2R  +  d   —  d 


(*)  K  désigne  le  point  inverse  de  k. 
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et  cl'  <  R.  Pour  que  le  lieu  soit  extérieur,  il  faut  que  f?  >  R 
et  cl'  >  R.  Enfin,  si  l'un  des  points  I  el  V  est  à  l'intérieur  et 
l'autre  à  l'extérieur  du  cercle  0,  la  circonférence  œ  et  la 
circonf.    œ   seront  sécantes. 

Quand  les  points  I  et  I'  sont  symétriques  par  rapport  à  0, 
le  point  k  est  rejeté  à  l'infini;  de  plus  d  =  —  d'  et  mk  est 
infiniment  grand;  ainsi  le  cercle  k  devient  la  droite  de  l'in- 
fini. Si  l'on  revient  à  la  figure  primitive,  on  obtiendra  pour 
le  lieu  cherché  le  point  0.  Ces  résultats  sont  évidents  à  la 
simple  inspection  de  la  figure. 

On  discuterait  facilement  le  problème  pour  les  différentes 
positions  de  I,  V . 

2"  Le  diamètre  EF   du  cercle   w 

=  OE  -  OF  =  .R(rf  +  rf'l (d-  -  d)  -^,_A__; 

le  rayon  est  R—^r -t. r- ;   la  distance  du  centre    w    au 

•^  4R*  —  {d'  —  d)-" 

OE  +  OF         ^,         d  +  d' 

centre   0  est  Oco  ==  =  2R^— — — ; -r-- 

2  4R'^  —  (d   —  dy 

3"  Dans  la  figure  inverse,  ces  circonférences  se  transfor- 
ment en  des  droites,  puisqu'elles  passent  par  l'origine;  elles 
ont  donc  pour  inverses  les  tangentes  communes  aux  circon- 
férences Oet/i';  ces  tangentes  passent  par  l'un  des  points  i,i' , 
centres  de  similitude;  donc  les  circonférences  considérées 
passent  par  l'un  des  points  1,1',  et  sont  en  nombre  o,  2  ou  4, 
puisque  deux  circonférences  admettent  o,  2  ou  4  tangentes 
communes. 

S**  his.  Dans  la  transformation,  cette  circonférence  passant 
par  l'origine,  devient  une  droite  mp  parallèle  à  Oi;  la  figure 
Opmk  est  un  parallélogramme  et  0;;  —  w/.:=  constante.  Ainsi 
le  lieu  de  p  est  une  circonférence  de  centre  0;  on  en  conclut 
le  théorème  énoncé  en  revenant  à  la  figure  primitive.  Le  rayon 
R^  _^cl  +d' 
mk  d    —  d 

4°  Si   d  et  d'    sont  constants  et    R   variable,    l'expression 

I         4R'^  —   (d'  —  d)* 

de  la  distance  O03  peut  s'écrire  ;—  =  - — ^„  ,  , r^»    ou 

Oco  2R'*  {d  -+■  d) 


d  +  d' 
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On  discutera  facilement  sous  cette 


Oco  2R» 

dernière  forme  la  variation  de   Oo);    nous  laissons  ce  soin  au 
lecteur  (*). 


QUESTION  597 

.Solution  par  M.  Ernest  Foccart. 


Sur  le  côté  BG  du  triangle  ABC  im  point  D  s'éloigne  à 
r  in  fini.  E  étant  le  point  de  rencontre  de  AI)  avec  la  circonfé- 
rence ABC,  et  S  la  rencontre  de  AB  avec  la  parallèle  menée 
par  D  à  CE,  déterminer  la  position- limite  du  second  point  d'in- 
tersection de  la  circonférence  BED  et  de  la  circonférence  décrite 
de  S  comme  centre  avec  SD  pour  rayon.  (Bernes.) 


On  a 


SD  _  SB 
FC  ~  FB' 
D'où,  en  multipliant, 

SD^  SA.  SB 


SD 

FE 


SA 
FÂ 


FC.FE       FA.  FB 
ou  SD'-SA.SB. 

La  circonférence  (S,  SD)  est  ortho- 
gonale à  la  circonféreace  ABC.  Sa 
position  limite  est  donc  le  diamètre  de 
ABC  perpendiculaire  à  AB.  Le  point 
E  a  pour  limite  Ei  obtenu  en  menant 
AE,    parallèle  à   BC. 

Finalement,  le  point  limite  cherché  est  l'intersection  de  BE, 
et  (lu  diamètre  de  ABC  perpendiculaire  à  AB. 


(*)  La  cinquième  partie  reste  à  trouver. 
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QUESTION  645 

Solution  par  M.  H.  L'Huillier. 


Oti  donne  un  parallélogramme  oaba'.  Swr  la  droite  ab,  on 
prend  arbitrairement  le  point,  m  que  l'on  pî'ojette  orthogo- 
nalement  en  n  sur  oa  et  ce  point  n  est  projeté  de  même  e?^  p 
sur  ab.  La  droite  po  coupe  a'b  en  m'  que  l'on  projette  en  n' 
sur  oa'  et  ce  point  n'  est  projeté  en  p'  sur  a'b.  Démontrer 
que  les  points   m,  o,  p',   appartiennent  à  une  même  droite. 

(Mannbeira.) 

Les  triangles  semblables  m'hp  et  m'a'o   donnent  : 
a'm'  oa'  oa' 

a'b        oa'  —  bp       ap 
d'où 

(1)  a'm'  .  ap  —  oa  .  oa'. 

Cette  relation  exprime  que  les  points  o,  p,  m'  sont  en  ligne 
droite. 

Les  triangles  semblables   amn   el  a'm'n'   donnent: 

a'm'       am 
a'n         an  ' 
de    même    les 
triangles  sem- 
blables   a'n'p' 
et  anp  donnent 
a'n'       an 
a'p'       ap 
Multipliant 
ni  e  m  b  r  e      à 


membre  ces  deux  dernières  égalités  on  a 

vm'       am 


ap 

ap 

ou 

a'm'  .  ap 

=  am  .  a'p'. 

et,  d'après  (1), 

am.a p   =  oa.oa  ; 
ce  qui  exprime  que  les  points   o,  //,  m    sont  en  ligne  droite. 
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QUESTION  046 

Solutiou  et  généralisation  par  M.  II.  L'IIuillier. 


Dans  la  circonférence  circonscrite  à  ABC,  AA^  AA.^  éianl 
deux  cordes  rectangulaires,  si  p,  y  sont  les  points  oii  BAj  ; 
GAi  rencontrent  AA,,  les  cercles  AB3,  ACy  sont  orthogonaux 
au  cercle  ABC.  Généraliser  en  supposant  que  les  cordes  AAj, 
AAj  font  un  angle  donné  <x.  (Bernes.) 

Soient  les  cordes  AAj,  AA,  faisant  entre  elles  l'angle  a. 
La  tangente  au  cercle  ACv  au 
point  A  est  la  droite  AT, 
telle  que  A^T,  =  ACA,.  La 
tangente  au  cercle  ABC  fait 
avec  AC  un  angle  égal  à  B. 
On  voit  immédiatement  sur  la 
figure  que  l'angle  TAT,  est 
égal  à  l'angle  AjBA.,  et  par 
suite  au  supplément  de  a. 

Ainsi  AA,,  A  A.,  faisant 
l'angle  a,  les  cercles  AB3, 
AGy  coupent  le  ceicle  ABC 
sous  l'angle  a,  ou  sous  l'angle 
supplémentaire. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


719.  —  iJaus  tout  triangle   T,    de  sommets   A,  B,  C  : 

1°  Le  produit  des  distances  d'un  sommet  aux  quatre  centres 
des  cercles  tangents  aux  trois  côtés  est  égal  au  produit  des 
carrés  des  deux  côtés  aboutissant  au  sommet  considéré. 

2''  Le  produit  des  douze  distances  de  chacun  des  centres 
des  cercles  tangents  aux  trois  côtés  de  T  aux  sommets  de  ce 
triangle  est  égal  h  la  quatrième  puissance  du  produit  des  trois 
côtés. 

3"  Le  produit  des  segmcuts  interceplés  par  les  sommets  de 
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T  sur  les  côtés  du  triangle  formé  par  les  centres  des  cercles 
inscrits  à  T  est  égal  au  carré  du  produit  des  trois  côtés  de  T. 

4"  Le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  trois 
quelconques  des  quatre  centres  des  cercles  tangents  aux  cotés 
de  T  est  égal  au  double  du  rayon  du  cercle  circonscrit  à   T. 

5°  L'aire  du  triangle  formé  par  le  centre  des  cercles  exin- 
scrits à  T  est  équivalente  au  produit  du  périmètre  de  T  par 
le  rayon  de  son  cercle  circonscrit. 

6°  Les  aires  des  triangles  formés  par  les  centres  des  quatre 
cercles  tangents  à  T  sont  inversement  proportionnelles, 
chacune  au  rayon  du  cercle  tangent  dont  le  centre  n'est  pas  un 
sommet  du  triangle. 

7°  On  considère  le  triangle  dont  un  des  sommets  est  le  centre 
du  cercle  exinscrit  dans  l'angle  A  et  les  autres  sommets  sont 
B  etc. 

On  considère  les  deux  triangles  analogues.  Le  produit  des 
aires  de  ces  trois  triangles,  multiplié  par  le  produit  des  rayons 
de  leurs  cercles  circonscrits,  est  égal  au  cube  de  l'aire  de  T, 
multiplié  par  le  cube  du  rayon  de  son  cercle  circonscrit. 

{E.-N.  Barisien.) 

720.  —  On  partage  la  suite  i ,  3,  5,...  en  groupes  contenant 
la  première  a  nombres,  la  seconde  a^,  et  ainsi  de  suite.  Soit 
S,i  la  somme  des  nombres  du  /^'''"^'^  groupe  et  soit  S'„la  somme 
correspondante  lorsque  l'on  opère  de  la  même  manière  sur  la 
suite  2,  4,  6,  8,... 

On  a  :  1°  (Sj)^  =  (S;). 

Existe-t-il  d'autres  relations  analogues  de  la  forme 

!2°    s,.-  s,.  =.a". 

30  r-2=  -^ [2a(a  -h  i)(a«+  \)~n{a-  i)(3a+  i)]. 

en  posant      2  =  SiS„  +  S^S,,-]    +  ...  -f-  S^S^ 
S'  =  S'S„  +  S„SLi    -J-  . . .  +  S|,S'i. 

(Davidoglou.) 

721.  —  Montrer  que  si  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle 
vérifient  la  relation 

5  (a^  +  b''  -\-  c^)  =-.  6  {ab  +  bc  +  ca) 
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le  centre  de  gravité  du  triangle  est  situé  sur  la  circonférence 
du  cercle  inscrit. 

(E.-N.  Barisien.) 

722.  —  1°  Dans  le  triangle  rectangle  isoscèle,  si  le  rapport 

de  l'hypoténuse  au  côté  est  compris  entre 

m  p 

—      et      —  > 
n  q 

il  est  compris  entre 

p  +  2(1  m  -h  211 

p  +  q  m  +  n 

â°  Dans  le  triangle  équilatér^l,  si  le  rapport  de  la  hauteur 

au  côté  est  compris  entre 

^      et      l. 
n  q 

il  est  compris  entre 

^m  +  n  4P  +  (j 


3m  +  4.n  3p-h  4g 

(Charles  Michel.) 

723.  —  En  désignant  par  h^,  h^,  h^  les  hauteurs  relatives 
aux  côtés  BC,  GA,  AB  d'un  triangle  ABC;  par  r^,i\,i\  les 
rayons  des  cercles  exinscrits  correspondants,  on  a  (notations 
ordinaires) 

'•1  r       (r^S'       f>'<,\~       8R*-Hr'^-;/ 


(^j-m^iïi 


(Davidoglou.) 


724.  —  Dans  un  triangle  isoscële  ABC,  ou  considère  le 
centre  0  du  cercle  circonscrit;  le  centre  de  gravité  G, 
l'orlhocentre  H  et  l'isotomique  L  de  0  par  rapport  à  HG. 
Démontrer  que  LB  —  OB  =  HG.  (Droz-Farny.) 

725.  —  Les  perpendiculaires  élevées  respectivement  aux 
côtés  AB  et  AC  du  triangle  ABC  par  les  sommets  B  et 
C  coupent,  Tune  au  point  B',  l'autre  au  point  C,  la  bissec- 
trice intérieure  de  l'angle  BAC.  Démontrer  que  le  cercle  tan- 
gent en  A  à  AB  et  passant  par  B'  et  le  cercle  tangent  en 
A  à  AG  et  passant  par  C  se  coupent  sur  la  médiane  issue 
de   A.  (M.  d'Ocagne.) 
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726.  —  Soit  ABCD  uu  quadrilatère  dont  les  diagonales 
se  coupent  en  0  à  angle  droit.  Les  perpendiculaires  élevées 
en  A  à  AB  et  en  C  à  CD  se  coupent  en  H;  les  perpen- 
diculaires élevées  en  B  à  AB  et  en  D  à  CD  se  coupent  en  I. 
Les  symétriques  du  point  H  par  rapport  à  A  et  C  sont 
a  et  c,  du  point  I  par  rapport  à  B  et  D,  6  et  d.  On 
prend  les  isotomiqucs  a,  (3,  y,  8  des  points  G,  D,  A,  B 
respectivement  par  rapport  aux  segments  OA,  OB,  OC,  OD. 
Démontrer  que  les  droites  aa.,  6[5,  cy,  dZ  sont  perpendicu- 
laires à  la  direction  commune  des  droites   a  (3  et  yo. 

(M.  d'Ocagne.) 

727.  —  Soient  a,  b,  c  les  sommets  d'un  triangle,  0  le 
cercle  inscrit  à  ce  triangle  et  o  le  centre  de  ce  cercle.  On 
mène  à  0  une  tangente  quelconque  T,  elle  rencontre  la 
droite  oa  en  un  point  d'où  l'on  mène  une  autre  tangente 
à  0.  Cette  dernière  droite  rencontre  en  a  le  côté  du  triangle 
opposé  au  sommet  o;  on  obtient  de  même,  avec  T,  les 
points  [B  et  y  sur  les  deux  autres  côtés  du  triangle.  Démon- 
trer que  les  points  a,  |3,  y  appartiennent  à  une_droite  qui  passe 
par  le  centre  o.  (Mannhcim.) 

ERRATUM 
Page  67.  —  Dernière  ligne,  au  lieu  de  «  18SI  »,  lire  «  1885  ». 

—    48.  — A  la  fia  du  paragrahe  2",  ajouler  «  augmentée  du  -de  la  somme 

des  carrés  des  côtés. 

RECTIFICATIONS 
Les  questions  240  et  241  dont  les  énoncés  ont  été  reproduits  p.  46, 
ont  été  résolues  (7.  E.,  1888,  pp.  50  et  75). 

Nous  publions  dans  ce  numéro  une  solution  de  la  question  184,  mais 
incomplète. 
On  trouvera  aussi  une  solution  des  exercices: 
391  (1891,  p.  280), 
418  (1892,  p.  258), 
420  (1892,  p.  260). 
Nous  reproduirons  prochainement  d'autres  énoncés  qui,  en  très  petit 
nombre  d'ailleurs,  n'ont  pas  reçu  de  solution. 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMPKI.MEHIE  CKMKALK     DKS     CHEMINS    DEKER. 
IMPRIMERIE   CHAI.K,    RUE  DERGERE,  20,  PARIS.  —  0S86-0-OO. 
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MÉTHODES  DE  DIVISION 

EN    USAGE    A    LA    FIN    DU    SIECLE    DERNIER  (*) 

(Extrait  de  VArilhmétUiuc  en  sa  perfccHon,   par  F.  Le  Gendre, 
arithmélicien,  Limoges,  1781.) 


L'auteur  expose  trois  méthodes  de  division. 

I.  Division  à  la  Française.  —  Soit  à  diviser  i3  824  par  32. 

On  dispose  ces  nombres  de  la  manière  suivante  : 

I     3     8     2     4 


le  quotieiit  sera  placé  à  l'intérieur  du  demi-cercle. 
Première  opération.  —  On  divise  i3  par  3,  le  quotient  est  4. 
On  retranche  ensuite  de  i38,  le  produit  de  32  par  4,  en 
efîectuaut  les  opérations  de  gauche  à  droite.  Ainsi  on  dit  : 

4  fois  3  font  12,  12  ôtés  de  i3  reste  r,  que  l'on  écrit  au- 
dessus  du  3. 

On  dit  ensuite  :  4  fois  deux  fout  8;  8  ôtés  de  18  reste  10. 
Le  premier  dividende  partiel  est  i  024. 

On  barre  (**)  alors  toas  les  chillVes  du  diviseur  et  du  divi- 
dende au  fur  et  à  mesure  qu'ils  sont  considérés. 
Le  résultat  de  la  première  opération  est  le  suivant: 
I       o 
13824 

■      4 


3     2 

Deuxième  opération.   —    On   écrit  à   nouveau    le    diviseur 
comme  ci-dessous  : 

1     o 
13824      ( 
3    2     2  \    "^ 

3 
On  applique   la  règle   précédente  en   écrivant    les   restes 
successifs  toujours  au-dessus  du  dividende  partiel    t  024  et 
en  barrant  tous  les  chilfres  qui  ont  été  considérés. 


(•)  Communique  par  M.  Mathieu,  professeur  de  mathématiques  spé- 
ciales au  lycée  Louis-le-Grand. 

(•*)  Les  chiilres,  ainsi  barrés,  sont  représentés  dans  cette  note  par  des 
chillres  normands. 
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On  obtient  alors  le  résultat  suivant  : 

1 
10     6 
13     8    2    4      /       , 
3    2    2  (    ^' 

3 
Troisième  opération.  —  On  écrit  encore  le  diviseur  au-dessous 
du  dividende  de  la  même  manière  que  précédemment  et  le 
résultat  final  est  alors  résumé  dans  le  tableau  suivant  : 

1 


10    6 
3     8     2 


2  2 

3  3 


482 


II.  Division  à  l'Espagnole.  —  Cette  méthode  ne  diffère  de  la 
précédente  qu'en  ce  que  les  produits  du  diviseur  par  les 
chiffres  du  quotient  s'effectuent  eu  allant  de  droite  à  gauche. 

Cette  seconde  méthode  est  plus  simple  que  la  première. 

III.  Division  à  Vltalienne.  —  C'est  la  méthode  que  nous 
employons  aujourd'hui. 

Toutefois,  le  diviseur  était  placé  comme  on  voulait.  Le- quo- 
tient était  toujours  à  la  droite  du  dividende. 

Exemples  : 


Diviser                    29479 

4     3     I 

par                                        637. 

Le  quotient  est         4627 

8 

et  le  reste                      3     4     5. 

\  °  Division  à  la  F 
3 
1       5  4 

yançaise. 

2  5  8  6 

3  3  7  0  4  4 

4  9  119  0 

5  2  9  7  0  4  5 

29479431 

(   46   : 

6  3  7  7  7  7  7 

6  3  3  3  3 

6  6  6 
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2*^  Division  à  l Espagnole. 

5  5  3 
17  0  4  4 
3  9  9  7  0  4  5 
29479431 


Q  3  1  1  1  1  1 

6  3  3  3  3 

6  6  6 


(4627 


3**  Division  à  l'Italienne. 

29479431      (^46278 

2  5  4  8 

3   9   9   9 
6  3  7,  3  8  2  2 

1774 
12  7  4 
5   o  o   3 
4  4  5  9 
5441 
5  0  9  6 
345 

MÉTHODE  DU  COMPLÉMENT  (*) 

Soit  à  diviser  A  par  B,  le  quotient  n'ayaat  qu'un  chiffre  N. 

On  a  : 

A  =  B.N  +  R 

R  <  B  -  I. 

Soit  iqp  la  puissance  de  lo  immédiatement  supérieure  à  B 

et  posons  : 

B'  =  iqp  -  B. 

On  aura  :  A  =  (lo''  -  B')  .  N  +  R 

oîi  A  +  B'N  =  lo^N  +  R. 

Or,  on  a  :  R  <  lo'', 

donc  N  est  le  jjremior  chillVc  du  nombre  ioPiN  +  R, 

(•)  Cette  méthode  a  été  déjà,  exposée  dans  ce  journal. 
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Exemple  : 

A  =  434,     B  =  72. 


4  ^  4 
0  2 

7  2 
6 

N  =  6  1 

1  R  = 

=  02, 

Ou  a    : 

B' 

=  100  — 

72  ^ 

et  A  +  B'N  =  434  +  28  X  6 

=  602 

c'est- ;Vdire  le  reste  02  précédé  du  chiffre  du  quotient  6. 

Ou  voit  facilemeut  ce  qu'il  faut  faire  quand  le  quotient  a 
plusieurs  chiffres. 

Exemple  : 


METHODE   ACTUELLE 

2  9 

47943     I 

9  9  9 

6  3  7 

3 

46278 

^   7  7  A 

5  0  0  3 

5441 

34  5 

MÉTHODE    DU    COMPLÉMENT 


6  3  7 


2947943   I 

4.3  999  46278 

6.1   7  7  4 
2,5  00  3 
7.5  4  4   r 
8.3  4  5 

Les  premiers  chiffres  des  restes  successifs  sont  les  chiffres 
du  quotient. 

Cette  méthode  du  complément  est  aussi  simple  que  la 
méthode  actuelle  et  eu  même  temps  elle  fournit  une  preuve 
de  l'opération. 
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Nous  terminerons  en  donnant  un  dernier  exemple  oîi  la 
division  se  fait  exactement  : 


I  4  4  9  D.o  4 

5.0.1    I   5  o  4 

4.0  000 


76       7124 


504 


ENONCES   DIVERS 

Par  M.  E.  K<auTernay. 


THEOREMES 


I.  —  On  considère  les  triangles  ayant  même  hase  BG  et  l'angle  A 
opposé  déterminé;  du  centre  0  du  cercle  circonscrit  ABC,  on 
mène  la  perpendiculaire  OP  à  la  médiane  Aa;  si  I  désigne  le 
milieu  de  celte  médiane,  démontrer  que  le  produit  ka  .  PI  est 
constant, 

IL  —  La  perpendiculaire  menée  du  centre  du  cor  le  circonscrit 
à  un  triangle  ABC  sur  une  médiane  Aa  est  telle  que  le  carré  de 
la  distance  de  Vun  quelconque  des  points  de  cette  pei'pe?idiculaire 
au  sommet  A  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique  des  carrés  des 
distances  de  ce  même  point  aux  sonwiets  B,  G. 

III.  —  Le  point  de  concours  des  symédianes  est  le  pôle,  par 
rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle,  de  la  droite  joignant  les 
points  milieux  des  trois  segments  déterminés  sur  chacun  des  côtés 
du  triangle  par  les  bissectrices  de  l'angle  opposé. 

IV.  —  Deux  circonférences  égales  sont  telles  que  l'une  passe  par 
le  centre  de  l'autre,  d'un  point  quelconque  B  de  l'une  de  leurs 
tangentes  communes,  on  mène  les  secondes  tangentes  BA,  Ba  ren- 
contrant les  tangentes  lA,  Ga,  pcrpeiuiiculaires  à  la  première  en 
k  et  OL,   démontrer  : 

i°  Que  la  droite  Ax  rencontre  la  seconde  tangente  commune 
en  un  point  symétrique  de  B  par  rapport  au  milieu  de  Om. 

20  Que ^  =  _L . 

oa        AD       K2 

V.  —  Une  circonféreme  0  étant  inscrite  dans  un  angle  A  donné 
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en  grandeur  et  en  position,  par  le  milieu  a  d'une  tangente  quel- 
conque BC,  on  mène  la  parallèle  aED  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre 
en  D  avec  la  médiane  Gy  ;  si  E  est  son  point  de  rencontre  avec 
la  parallèle  à  AG  menée  par  le  centre  0,  démontrer  que  le  seg~ 
ment  DE   est  constant,  quelle  que  soit  la  tangente  BG. 

VI.  —  Étant  donnés  le  triangle  ABG  et  le  cercle  inscrit,  on 
joint  un  point  quelconque  D  de  la  corde  des  contacts  MM' 
(M  et  M'  étant  les  points  de  contact  des  côtés  GA,  GB)  aux 
sommets  A.  et  B;  ces  droites  rencontrent  respectivement  AG,  BG 
en  [3  e^  a;  démontrer  que  la  droite  ap  est  tangente  au  cercle  inscrit. 

VII.  —  Étant  donnés  un  point  fixe  0,  une  droite  fixe  AB,  et 
une  direction  xy  faisant  l'angle  o  avec  AB,  on  joint  0  à  un 
point  quelconque  A  de  AB  et,  par  A,  on  mène  AG  telle  que 
GAB  =  <p  ;  la  droite,  conjuguée  harmonique  de  AG  par  rapiport 
à  l'angle   OAB,  passe  par  un  point  fixe. 

VIII.  —  Toute  tangente  à  la  parabole  détermine  avec  les  tan- 
gentes, issues  du  pied  de  la  directrice,  un  triangle  dans  lequel  la 
somme  algébrique  des  côtés  fie  l'angle  droit  est  constante. 

PROBLÈMES 

I.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  le  produit  m-^  des 
distances  de  son  orthocentre  aux  trois  sommets,  le  raxjon  du  cercle 
circonscrit  et  une  médiane. 

II.  —  Etant  données  deux  circonférences  m,  D  dont  l'une 
passe  par  le  centre  D  de  l'autre,  par  l'un  des  points  communs 
G  071  mène  une  transversale  arbitraire  G.\B'  rencontrant  la  cir- 
conférence w  en  A  et  la  ciî'conférence  D  en  B',  les  droites  DA, 
D'B'  se  rencontrant  en  E.  D'  éta7it  l'une  des  extrémités  du  diamètre 
commun  mD  dans  la  circonférence  D,  trouver  les  lieux  des  centres 
des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle  AB'E,  et  les  lieux 
du  centre  de  gravité  et  de  l'orthocentre  de  ce  même  triangle. 

III.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  l'angle  A,  la  somme 
2S  des  côtés  adjacents  et  la  somme  2(1  des  distances  du  centre  du 
cercle  inscrit  aux  sommets  B  e/  G. 

IV.  —  Conftruire  un  triangle,  connaissant  le  côté  BG,  la  diffé- 
rance  2  A  des  angles  adjacents  à  ce  côté  et  la  somme  2d  des  dis- 
tances du  centre  du  cercle  inscrit  aux  sommets  B  et  C. 
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V.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  la  somme  des  côtés 
AB,  AG,  la  différence  2A  des  angles  B,  C  et  la  somme  2d  des 
distances  du  centre  du  cercle  inscrit  aux  sommets  ^  et  C. 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Aug^.  Boutin. 


420.  —  Une  parabole  touche  les  trois  côtés  d'un  triangle  respec- 
tivement en  A',  B',  C;  par  A',  on  mène  des  parallèles  aux  côtés 
de  l'angle  A,  rencontrant  AC  en  P,  AB  en  Q.  Démontrer  la 
relation  : 

PC   _  AB^ 

QB  ~  Âcr" 

Ce  rapport  est  indépendant  de  la  position  de  la  troisième  tangente  BG. 

421 .  —  La  normale  en  un  point  quelconque  M  d'une  conique 
à  centre  coupant  les  axes  de  la  courbe  en  N  et  en  N',  le  rapport 

MN  _  _^  b^ 

fa  et  b,  demi-axes). 
Cette  propriété  est  caractéristique  des  coniques  à  centre. 

422.  —  On  mène  à  la  courbe  : 
3 


&-(^-' 


une  normale  en  un  point  quelconque  M,  celte  normale  coupe  l'axe 
des  X  en  N,  celui  des  y  en  N';  de  M,  071  abaisse  sur  les  mêmes  axes 
les  perpendiculaires  MP,  MQ.  Démontrer  la  relation  : 

QN'  _  a^ 

PN~  ~  b^* 

CORRESPONDANCE 


M.  Lemoine  nous  adresse  la  lettre  suivante  : 

«  Le  précédent  article  de  M.  Bernes  est  fort  intéressant  et 
il  semble  fait  à  souhait  pour  éclairer  la  note  de  la  page  59, 
laquelle  vise  les  deux  côtés  de  la  géométrographie.  En  effet. 
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mon  article  prenait  quatre  constructions  d'un  même  problème 
et  les  exécutait  géométrog-raphiqucment  telles  qu'elles  sont 
énoncées  parleurs  auteurs,  c'est-à-dire  conduisant  immédiate- 
ment à  des  procédés  graphiques  très  différents  qui  donnent 
lieu  à  des  coefficients  de  simplicité  et  d'exactitude  et  à  des 
tracés  différents;  c'est  tout  ce  que  j'ai  fait  et  c'est  un  côté  de  la 
géométrographie.  M.  Bernes  étudie  plus  profondément  la  ques- 
tion, signale  avec  raison  l'oubli,  fait  par  moi,  du  tracé  de  la 
droite  AB  dans  la  solution  de  M.  Droz-Farny  ;  puis,  il  examine 
les  diverses  constructions,  en  montrant,  par  une  étude  géo- 
métrique simple  et  élégante,  que  parmi  ces  constructions  il  y 
en  a  qui,  énoncées  différemment  par  leurs  auteurs,  lesquels  les 
jugeaient  différentes  et  qui  l'étaient  de  forme  en  effet,  se  con- 
fondent; de  sorte,  par  exemple,  que,  en  partant  de  l'énoncé  de  la 
construction  donnée  par  un  auteur,  on  peut  arriver  à  la  mienne 
ou  réciproquement  et  même  qu'elles  se  confondent  toutes  les 
quatre,  en  réalité.  Cette  étude  de  l'énoncé  d'une  construction 
qui  permet  d'en  déduire  un  autre  énoncé,  différent  de  forme  du 
premier,  est  précisément  l'autre  côté  de  la  géométrographie; 
ce  n'est  pas  le  moins  intéressant. 

»  Il  n'est  pas  étonnant,  du  reste,  que  les  constructions  d'un 
même  problème  puissent  se  ramener  les  unes  aux  autres,  la 
chose  même  doit  toujours  pouvoir  être,  quelque  dissemblables 
qu'elles  paraissent,  mais  le  lien  qui  les  unit  et  en  établit 
l'équivalence  n'en  est  que  plus  élégant  à  mettre  en  relief. 

»  Il  est  un  point  de  doctrine  sur  lequel  M.  Bernés  et  moi 
avons  une  divergence  de  vues,  divergence  qui  se  manifeste 
dans  la  note  {**)  p.  8i,  car  M.  Bernés  ne  compte  que  les 
opérations  élémentaires  sans  distinguer  les  opérations  de 
préparation,  qui,  par  leur  nombre,  donnent  le  coeflicient 
d'exactitude,  des  opérations  du  tracé;  il  indique  seulement 
le  moyen  de  les  distinguer  5/  l'on  y  lient;  or,  le  coefficient 
d'exactitude  ayant  à  mes  yeux  la  même  importance,  au  moins, 
que  celui  de  simplicité,  cette  distinction  qui  n'allonge  en  rien 
l'étude  géométrographique,  me  paraît  ne  devoir  jamais  être 
négligée.  Il  ajoute  que  sa  notation  est  plus  simple  que  la 
mienne;  j'avoue  ne  pas  être  de  cet  avis,  que  j'ai  longuement 
discuté  dans  mes  mémoires  de  l'Association  française,  Congrès 
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(le  Caen  1894  et  ailleurs,  en  me  forçant  très  peu  cependant, 
je  concéderai  que  je  n'en  ai  pas,  sauf  en  ce  qui  concerne  le 
maintien  du  symbole  G^  ou  d'un  équivalent,  que  je  trouve, 
spéculalivement ,  tout  à  fait  différent  de  C,,  car  c'est  un  point 
tout  à  fait  secondaire.  Je  n'y  vois  qu'une  différence  d'appré- 
ciation, qui  n'a  aucune  répercussion  sur  la  géométrographie 
en  elle-même;  les  deux  notations  sont  fort  simples,  on  peut 
les  apprendre  toutes  les  deux  en  cinq  minutes,  chacun  choisira 
donc  celle  qu'il  trouve  la  plus  commode:  il  est  indifférent  de 
boire  la  liqueur  dans  une  coupe  ou  dans  un  calice. 


QUESTION  DE  MATHEMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 

PROPOSÉE    AU    CONCOURS   d'aGRÉGATION    DE    1895 
Solation  par  M.  Droz-Farny,  professeur  au  lycée  de  Porreotruy. 


On  donne  un  triangle  T,  et  on  considère  le  triangle  T',  qui  a 
pour  sommets  les  projections  orthogonales  A',  B',  C  d'un  point  M 
sur  les  côtés  du  triangle  T. 

1°  Démontrer  que,  si  le  point  M  décrit  une  droite  A  dans  le 
plan  du  triangle  T,  les  côtés  du  triangle  T'  enveloppent  trois 
paraboles  P,  P, ,  P^. 

Ces  paraboles  sont  inscrites  dans  un  même  angle;  on  construira 
leui's  foyers  et  leurs  directrices. 

Quelle  position  doit  occuper  la  droi.e  A  pour  que  ces  trois  para- 
boles soient  tangentes  en  un  même  point? 

2°  Comment  faut-il  choisir  la  droite  A  pour  que  les  directrices 
des  trois  paraboles  P,  P^,  Pg  concourent  en  un  même  point  H  à 
distance  finie?  Jm  droite  A  se  déplaçant  de  manière  à  satisfaire  à 
cette  condition,  trouver  le  lieu  du  point  H. 

3^  Démontrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  droite  A  autour  d'un 
point  fixe  K,  la  dii'cctrice  de  la  parabole  P  passe  elle-même  par 
un  point  fixe  J. 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  KJ  lorsqu'un  des  points  K 
ou  J  décrit  une  droite  donnée. 

4°  .1  un  point  K  correspondent  trois  points  J,  Jj,  J^,  relatifs 
aux  directrices  des  jjaraboles   P,  P, ,  P, . 
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On  demande  quelle  position  doit  occuper  le  point  K  pour  que 
les  trois  points  J,  Jj,  Jj  soient  en  ligne  droite,  et  on  propose  de 
démont7'er  que,  si  le  point  K  se  déplace  de  mamè?'e  à  satisfaire  à 
cette  condition,  la  droite  J,  Jj ,  J2    tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Lemme.  —  Soient  M  un  point  variable  quelconque  sur  la 
base  BC  d'un  triangle  ABC,  M^  et  M^  ses  projections  sur  les 
côtés  AC  et  AB.  Quelle  est  la  courbe  enveloppée  par  la 
droite  MiM,? 

On  constate  aisément  d'abord  que  les  côtés  AB  et  AC  ainsi 

que  les  hauteurs  AB'   et   CC  sont  des  positions  particulières 

de   MjMj.  La  courbe  enveloppée  sera  une  parabole,  car  les 

ponctuelles  Mi  et  M,  sont  semblables  à  la  ponctuelle  M. 

On  peut  encore  déterminer  la  nature  de  la  courbe  enveloppée 

de  la  manière  suivante  :  Le 
quadrilatère  MMj  AMjj  est 
inscriptible  ;  AM  est  dia- 
mètre de  sa  circonférence 
circonscrite  qui  passe  aussi 
par  le  pied  A'  de  la  hau- 
teur sur  BC.  En  vtrtu  du 
théorème  de  Simpson,  les 
pieds  a,  p,  Y  des  perpen- 
~"  diculaires  abaissées  de  A' 
sur  les  côtés  MjM^,  MjA, 
Mj,A  du  triangle  MiAM^ 
sont  en  ligne  droite.  Or,  {i  et  y  sont  des  points  fixes  et,  par 
conséquent,  la  droite  variable  MiMj  se  meut  de  manière 
que  le  sommet  a  de  l'angle  droit  lljaA'  reste  constamment 
sur  Py  et  que  le  côté  A'a  passe  [  ar  le  point  fixe  A'. 

La  courbe  est  donc  une  parabole  tangente  aux  côtés  AC  et 
AB  aux  hauteurs  BB'  et  CC,  de  foyer  A',  ayant  [Sy  comme 
tangente  au  sommet  et  B'C  comme  directrice,  B'  et  C  étant 
les  points  d'intersection  de  tangentes  orthogonales  à  la  para- 
bole. 

1°  La  droite  A  coupe  les  côtés  du  tria;igle  ABC  en  AiBjG, 
et  la  circonférence  circonscrite  en  Gi  et  Gj  .  D'après  le 
lemme  précédent,  le  côté  B'C  du  triangle  T'  enveloppe  une 
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parabole  P  ayaut  pour  foyer  le  pied  de  la  hauteur  abaissée 
de  A  sur  A  et  pour  directrice  la  droite  qui  joint  les  pieds 
des  deux  autres  hauteurs  du  tdangle  ABiCj;  P  est  tangente 
à  ces  deux  hauteurs,  ainsi  qu'aux  côtés  AB,  et  ACj  du 
triangle  T. 

On  trouve  des  résultats  analogues  pour  les  paraboles  enve- 
lopperas par  les  côtés   A'B'   et  A'C   de  T'. 

Pour  les  positions  Gj  et  G,  du  point  M,  d'après  le 
théorème  de  Simpson,  le  triangle  T'  se  ré  luit  à  une  ligne 
droite  et,  par  conséquent,  les  trois  paraboles  admettent  comme 
tangentes  communes  les  droites  de  Simpson  Fj  et  F,  des 
points   G,   et  Gj   par  rapport  au  triangle  T. 

Lorsque  les  droites  Fj  et  F^  se  rapprochent  indéfiniment, 
ce  qui  a  lieu  lorsque  A  est  tangente  en  un  point  L  de  la 
circonférence  circonscrite,  les  trois  paraboles  toucheront  la 
droite  de  Simpson  L  au  point  /  où  cette  dernière  touche 
l'hypocycloïde  de  Steiner.  On  en  déiuit  le  théorème  . 

Lorsque  la  droite  A  est  tangente  à  la  circonférence  cir- 
conscrite, les  trois  paraboles  P,  Pi  et  Pj  sont  tangentes  en 
un  même  point  /.  Lorsque  A  se  meut  en  restant  tangente  à 
la  circonférence  circonscrite,  !e  point  /  décrit  l'hypocycloïde  de 
Steiner  du  triangle  T  et  les  foyers  de  chaque  groupe  de  para- 
boles décrivent  des  cardioïdes  ayaut  respectivement  A,  B  et  C 
comme  points  de  rebroussement. 

2°  Si  les  tangentes  Fj,  F,  communes  aux  trois  paraboles 
étaient  orthogonales,  ce  qui  a  lieu  lorsque  G, G,  est  un  dia- 
mètre de  la  circonfércace  circons'/rite  au  triangle,  leur  point 
d'intersecV'on  H   appartiendrait  aux  trois  directrices. 

C'est  un  'héorème  bien  connu,  dû  à  M.  E.  Lemoine,  que  H 
décrit  le  cercle  des  neuf  points  de  T  lorsque  GjG,  tourne 
autour  du  centre  du  cercle  circonscrit. 

3"  Représentons  par  a,  p,  y  les  projections  du  point  K  sur 
les  côtés  du  triangle  T;  K  étant  sur  A  une  position  parti- 
culière de  M,  la  droite  j3y  est  tangente  à  la  parabole  P;  si 
donc  A  tourne  autour  de  K,  les  paraboles  P  corespon- 
dantes  sont  inscrites  au  triangle  Apy»  leurs  directrices  passont 
par  l'orthoceutre   J    de  ce  triangle. 
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Si    K    se  meut  sur  une  droite    ^\    d'après  le  lemme,    py 

^  enveloppe  une 

parabole  iz  et 
le  lieu  de  J  est 
une  droite,  la 
directrice  de  TT. 
Si  A'  coupe  les 
côtés  AB  et  AU 
en  F  et  E,  cette 
directrice  sera 
aussi  la  droite 
qui  joint  les 
pieds  E',  F'  des 
hauteurs  EE', 
FF' du  triangle 
AEF.  Si  E'F' 
est  donnée, 
cette  dernière 
propriété  per- 
met de  construire  la  droite   A'  lieu  de   K. 

Les  droites  Kp  et  13J  restant,  pendant  le  mouvement  de  K, 
constamment  parallèles  à  elles-mêmes,  K  et  J  enveloppent 
des  ponctuelles  semblables;  donc  KJ  enveloppe  une  parabole 
tangente  à   A'   et  à   E'F'. 

4°  On  sait  que  les  orthocentres  des  quatre  triangles  que 
déterminent,  pris  trois  à  trois,  les  côtés  d'un  quadrilatère  sont 
en  ligne  droite. 

Si  donc  le  triangle  a^y  se  réduit  à  une  ligne  droite  (ce 
qui  aura  lieu  lorsque  K  tombe  sur  la  circonférence  circon- 
scrite à  T)  JJ,  J,  et  l'orthoceutre  de  ABC  seront  en  ligne 
droite.  Ce  dernier  point  reste  fixe,  si  K  décrit  la  circonférence 
circonscrite. 
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et  Métiers;  quatre  volumes  petit  in-S"  se  vendant  séparément.  —  Pre- 
mière partie  :  La  ligne  droite  et  la  circonférence  de  cercle,  à  l'usage  des 
élèves  de  la  classe  de  quatrième  (moderne),  avec  137  figures;  1896. 
broché,  2  fr.  75;  cartonné,  o  fr.  25  c.  ;  11",  III"  et  IV"  parties  (sous  presse), 
—  Solutions  des  exercices  et  problèmes  proposés  dans  les  Leçons  de  Géométrie, 
l"  partie;  volume  petit  in-S-javec  figures, 2 fr.  75  c;  11",  111' et  IV"  par- 
ties (sous  presse). 

Le  volume  que  nous  signalons  à  l'attention  de  nos  collègues  de  l'en- 
seignement moderne  n'a  pas  besoin,  pour  leur  être  présenté,  de  notre 
recommandation.  Il  nous  suffira  de  leur  dire  qu'il  correspond,  abstraction 
faite  de  l'appendice  (*i,aux  deux  premiers  livres  d'une  géométrie,  depuis 
longtemps  classique.  11  me  semble  que  MM.  Rouché  et  de  Gomberousse 
ne  pouvaient  mieux  faire,  même  en  s'adressant  à  renseignement  moderne, 
que  de  conserver  la  rédaction,  vraiment  parfaite,  de  l'ouvrage  que  je  viens 
de  rappeler  et  que  j'ai  voulu  revoir  pour  le  comparer  au  traité  qu'ils 
viennent  d'écrire  pour  satisfaire  aux  besoins  de  l'enseignement  nouveau. 
En  comparant  les  deux  livres,  on  observera  que,  abstraction  faite  de  cer- 
tains développements  touchant  à  des  théories  plus  délicates  et  qui  ne  sont 
visibleuicnt  pas  à  leur  place  dans  renseignement  moderne,  MM.  Rouché 
et  de  Gomberousse  ont  pensé,  —  je  suis  d'ailleurs,  je  le  répète,  complète- 
ment de  leur  avis,  —  qu'il  n'était  pas  nécessaire  d'exprimer,  pour  deux 
publics  diflérents,  les  mêmes  vérités  dans  deux  formes  distinctes;  une 
suffit,  pourvu  qu'elle  soit  bonne.  Mais  ils  ont  détaché  de  ce  que  l'on  peut 
appeler  l'ouvrage  fondamental  une  portion  déterminée,  s'adaptant  au 
programme  de  la  quatrième  moderne,  en  la  débarrassant  des  parties  qui 
ne  conviennent  pas  aux  débutants  de  cet  enseignement;  ils  ont  fait  ainsi 
un  livre  qui  deviendra  rapidement  classique,  même  dans  la  quatrième 
moderne. 

Les  parties  2,3,4  paraîtront  successivement;  c'est  surtout  dans  ces 
volumes,  je  le  suppose,  que  doit  s'accentuer  la  diQérence  entre  les  doux 
enseignements,  dillérence  qui  consiste,  je  crois,  principalement  dans 
rextension  plus  ou  moins  grande  que  l'on  donne  aux  théories  exposées. 

L'ouvrage  dont  je  viens  de  parler  m'a  fait  relire,  une  fois  de  plus,  et  je 
ne  m'en  plaiûs  pas,  les  définitions  de  la  géométrie.  Je  me  demandais,  non 
.sans  quelque  curiosité ,  comment ,  dans  cet  enseignement  moderne, 
étaient  présentées  les  premières  notions.  On  aime  à  s'instruire  à  tout  âge  ; 
on  aime  surtout  à  relire! 

Mais  j'ai  vu  que  MM.  Rouché  et  de  Gomberousse  avaient  purement 
et  simplement  leproduit  les  définitions  qu'ils  ont  adoptées  dans  l'ou- 
vrage fondamental,  comme  je  l'ai  appelé  plus  haut.  Ils  y  ont  seulement 
ajouté,  pour  mieux  faire  pénétrer  les  idées  premières  dans  l'esprit  des  néo- 
phytes de  rensei.;uement  moderne,  l'image  d'un  dé  à  jouer  —  avec  ses 
six  faces,  ses  douze  lignes  et  ses  huit  points.  —  Pourtant,  avec  ou  sans  dé, 
que  ces  définitions  premières  sont  donc  discutables!  Qu'est-ce  que  la 
limite  (**)  qui  sépare  un  volume  de  lespace  environnant  et  comment 
concevoir  cette  limite?  Puisqu'il  faut  faire  appel  à  des  idées  premières, 
quelles  sont  donc  celles  qui  conviennent  le  mieux  à  l'esprit  de  celui  qui 
débute  dans  l'étude  de  la  géométrie?  Par  exemple,  quand  on  définit  le 
point  comme  étant  les  e vl rémitès  d'ane  portion  de  ligne,  ne  recule-t-on 
pas  la  d.  finition  cherchée  en  lui  substituant  celle  du  mot  extrémité,  tout 


(*)  Je  veux  parler  de  l'appendice  de  la  page  93  iG»  édition). 

(*•)  Briot  disait  limite  ou  enveloppe.  Ge  n'est  pas  plus  clair.  Bobillicr 
(Cours  de  Géométrie,  1870,  p.  2  disait  le  lieu,  il  ajoutait  enveloppe  idéale; 
autant  de  mots  qui  couvrent,  sans  l'éclaircir,  une  difficulté  qu'il  est  peut- 
ôlre  préférable  de  montrer  tout  d'abord. 
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aussi  difficile  à  faire  comprendre?  Il  y  a  là,  sans  doute,  sujet  à  de  longues 
discussions  pbilosophico-mathématiques.  Mais  le  mieux  ne  serait-il  pas 
de  déclarer  franchement  que  certaines  cùoses  sont  et  resteront  indéfiuis- 
sables? 

Lionnet,  on  le  sait,  ne  défànissait  pas  la  ligne  droite.  Catalan  acceptait 
cette  façon  d'aborder U'j-éométrie:  il  a  aussi  proposé  une  défiailiou  (voyez 
la  Préface  de  la  l'»  édition  de  sa  Geoméi/-i^,  1843,  reproduite  dans  la  2«  édi- 
tion, 1866),  exigeant  la  notion  préalable  du  plan;  mais  on  ne  saisit  pas 
bien  le  rapprochement  qu'il  f-iil  de  cette  définition  avec  celle  d'Euclide. 
définition  d'ailleurs  peu  nette,  du  moin^  telle  qu'elle  est  traduite  dans 
Peyrard,  «  la  ligne  droite  est  celli  qui  est  également  placée  auv  points  qui  sont 
en'^elle  ».  Ou  peut,  dans  lous  les  cas,  désirer  uae  defînilion  plus  claire,  si 
l'on  veut  en  donner  une  (*).  G.  L. 


BACCALAUREATS 


BACCALAURÉAT  CLASSIQUE  (LETTRES-MATHEMATIQUES) 
(21  mars  18%). 

Académie  de  Paris. 

l'  Problème  obligatoire  : 

Étudier  et  représenter  graphiquement  la  variation  de  la  fraction 

Sx-"  -+-  /x  +  4 

y—  —. E 

2X-  —  bx  —  7 
lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

2°  Trois  questions  à  choisir  : 

1»  Définition  et  détermination  de  la  latitude  d'un  lieu  à  la  5,urface  de  la 
terre. 

2°  Inégalité  des  jours  et  des  uuils. 

3"  Inégalité  des  saisons. 

Académie  de  Montpellier. 

Déterminer  les  angles  x,  y,  vérifiant  les  relations 

tg x  =  a  cotg  y.  is;2X  =  b  cotg  y. 

Résoudre         tg  a;  4-  tg  y  =  «,  cos  x  -h  cos  y—b. 

Académie  de  Nancy. 

Baccalauréat  complet. 

1"  Résolution  de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues. 
—  Discussion. 

(*i  Jai  lu,  il  y  a  quelques  années,  dans  une  revue  philosophique,  un 
article  de  M.  Renouvier,  sur  ce  sujet,  article  que  je  cite  de  mémoire, 
n'ayant  pu  le  retrouver.  Je  ne  crois  pourtant  pas  me  tromper  en  affir- 
mant que  la  délinitiou  de  la  ligne  droite,  d'après  la  traduction  PeyrarJ, 
était  celle-ci:  une  ligne  droite  e^t  telle  rjuedrux  points  de  ctte  ligne  ombragent 
un  troisième  point  quelconque.  Mais  le  mot  OHièra^er.  ici  employé,  n'a  de  sens 
que  si  l'on  a  la  notion  exacte  de  la  perspective,  c'est-à-dire  la  notion  de 
ligne  droite.  Et  Ton  tourne  toujours  dans  un  cercle  vicieux. 
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"l"  Problème.  —  UaecoucLiespliérique  (solide  compris  entre  deux  sphères 
concentriques)  a  une  épaisseur  égale  à  a  et  un  volume  égal  à  celui  d'une 
sphère  de  rayou  b.  Calculer  le  rayon  intérieur  et  le  rayon  extérieur. 

Baccalauréat  classique. 

I.  Queslions  au  choix:  1"  Démontrer  que  lorsqu'une  droite  est  perpendi- 
culaire à  un  plan,  toute  parallèle  à  celte  droite  est  perpendiculaire  au  même 
plan,  et  que,  réciproquement,  deux  droites  perpendiculaires  à  un  même 
plan  sont  parallèles  entre  elles. 

2°  Démontrer  que  dans  tout  angle  trièdre,une  face  quelconque  est  plus 
petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

3'  Démontrer  que  la  somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre  convexe  est 
moindre  que  quatre  angles  droits, 

II.  Problème.  —  On  donne  l'équation 

sin^  .r  —  2(m  —  7)  sin  x  —  3  =^  o. 
1°  Indiquer,  pour  chaque  valeur  de  la  constante  m,  quelles  sont  les 
racines  acceptables  comme  valeurs  de  sin  x. 

2"  Former  et  résoudre  l'équation  qui  fait  connaître  tg  -. 

Académie  de  Toulouse. 

Baccalauréat  complet. 

I.  Énoncer  et  démontrer  la  relation  qui  existe  entre  la  longueur  d'une 
médiane  et  les  trois  côtes  d'un  triangle. 

Application  :  Étant  douné  un  carré  ABGD,  trouver  le  lieu  géométrique 
des  points  M  de  son  plan,  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances 
aux  quatre  sommet*  soit  égale  à  une  quantité  constante  K-. 

II.  Problème.  —  Trouver  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  it.  qui 
readent  positive  la  quantité 

sin  3a;  —  sin  2x  -{-  sin  x. 

Baccalauréat  classique. 

1°  Démontrer  que  le  produit  de  cinq  nombres  entiers  con.--cculifs  est 
toujours  un  multiple  de  120. 

2»  Ox  et  Oy  étant  deux  droites  rectangulaires,  on  prend  sur  Oy  une 
longueur  0(^  ;=:  h.  Le  poiut  G  est  le  centre  il'un  cercle  de  rayon  r.  On 
preud  sur  Ox  à  droite  du  point  0  une  longueur  OA  =0.  Trouver  sur 
Ox  el  à  droite  du  point  A  un  point  M,  tel  que  la  longueur  de  la  tan- 
gente rr.enée  de  ce  poiLt  au  cercle  soit  égale  à  m  fois  la  longueur  AM. 
—  Discussion. 

Académie  de  Rennes. 

I.  Que  lions  an  clmix  :  1"  Hésoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés. 

Conditions  pour  que  le  problème  soit  possible. 

:£"  Des  équations  A  -f  B  +  C  =  180' 

abc 

et  = = 

sin  A       sin  B       sin  G 

déduire  la  relation  entre  les  trois  côtés  a,  b,  c  du  triangle  et  l'angle  A. 

3"  Connaissant  Ig  x,  calculer  sin  x,  cos  x,  sin  2x,  cos  ix.  Expliquer 

à  priori  pourquoi  ces  problèmes  admettent,  les  uns  une  seule  solution, 

les  autres  deux. 


112  JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

II.  Problème.  —  En  nommant  s  et  p,  la  somme  et  le  produit  des  racines 
de  l'équation  ax^  -\-  bx  -\-  c  ^  o,  s'  et  ;/  les  mêmes  choses  pour  l'équa- 
tion u'x^  +  b'x  -(-  C  r=  G,  S  et  P  les  mêmes  choses  pour  l'équation 
(a  -f  "ka'jx^  -\-  {b  +  W)x  -{-  [c  -f-  le' )  =  o  ou  )>  est  un  facteur  inconnu; 
déterminer  ce  facteur  par  la  condition  que  P  =^  p -\- p'  et  exprimer  S  en 
fonction  de  a,  s',  p,  p'. 

Académie  de  Poitiers. 

Baccalauréat  complet. 

I.  Volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'un  axe  mené  dans 
son  plan  par  un  de  ses  sommets.  Examiner  les  diverses  positions  du 
triangle  par  rapport  à  l'axe. 

II.  Problème.  —  Les  deux  cordons  qui  soutiennent  une  poulie  mobile  en 
équilibre,  sous  l'action  d'une  puissance  et  d'une  résistance,  font  entre 
eus;  un  angle  de  60\  Quel  est  à  ce  moment  le  rapport  de  la  puissance  à  la 
résistance? 

Baccalauréat  classique. 

I.  Questions  au  choix  :  1°  Mesure  du  temps.  Jour  solaire  vrai.  Jour  solaire 
moyen. 

2°  Lois  de  Kepler.  Inégalité  des  saisons. 

3"  Détermination  de  la  longitude  et  de  la  latitude. 

II.  Le  même  problème  que  pour  le  baccalauréat  complet. 


QUESTION  119  (1883) 

Solution,   par  M.    L.    Goyens, 


On  donne  le  triangle  ABC  et  le  rayon  r  du  ceixle  inscrit. 
Soient  A',  B',  C,  les  points  de  contact  du  cercle  insent  avec  les 
côtés  du  triangle  (A'  sur  BC,etc.)  On  pose  kC  —  a,  BA'  =  p, 
CB'  :=  y.  Par  le  point  L  pris  sur  le  cercle  inscrit,  on  mène  une 
tangente  AiBjGi  (le  point  A^  étant  sur  BC,  etc.)  On  pose 
LA,  =:  X,     LBi  =  y,     LGj  —  z; 

Quelle  relation  y  a-t-il :  /°  ew/re    x  et  j;    2°  entre   x  et  z; 

S'^   entre  y   et  z;    4°  entre    x,  y,  r.    En  conclure  la  formule 

a'îy 
s  —  -~,   s  désignant  la  surface  du  tî'iangle  ABC. 

Appelons  Aj  l'angle  BÂ^Bi;  Bj  l'ansfle  AiB,A;    C,  l'angle 
kfi.B. 
On  a:  A,  +  Bj  =  i8o°  +  G, 

A,  -  Cl  =  i8o"  -  B, 

Bi  +  Cl  =  i8o«  -  A, 
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d'où 
(1) 


tglA,  +  tg^B, 


I  -  tg4  ^1  tg-^Bi 


—  cotg  —  C, 


(2) 


(3) 


on  a  aussi  : 


to-  —S,    _  fo-  1  n 

2  ^2  I 

=  cota;  —  B, 


I  +  tg-  -  A 1 ,  tg  -  Cl 

2  2 

tg  i  B,  4-  tg  ^  C, 

=  cotg  — A, 

i-tg^B,,tglG,  "    - 


(4)  X  ^  )'  cotg  —A;, 

(5)  y  =  r  cotg-B,, 


a  =  r  cotg  —  A, 


p  =^  7' cotg  —  B, 


(7) 
(8) 


(6)  z  —  r  cotg  -Cl, 


Y  =1  r  cotg  —  C. 


(9) 


Au  moyen  de  (4),  (5),  (6),  (7),  (8),  (9),  les  égalités  (1  j,  (-2),  (3) 
deviennent  : 


(10) 


7'        r 

-  -H   - 

X       y 


—  -    ou    r*(.r  +  y)  -^  '(xy  —  7-*y  =  o, 


iCI/ 
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r       r 

(H)     ^  =  -^        ou     r^{z-  -  X)  -  px  -  ?-2[3  =  0, 

IH 

xz 

r       r 

-  +  - 

(12) ~  —  -        ou     r^{z  +  y)  —  y.yz  +  r^'a  —  o. 

(10)  +  (11;  -  (12)  donnent: 

(13)  -{xy  —  <^zx  -h  ayz  =  r^{y.  +  ^  +  >{)-—  r'^p  —  rS. 
Portons  dans  (13)  les  valeurs  de  xy,  zx,  yz,  tirées  de  (10), 

(11)  et  ^12),  on  trouve  : 

(14)       S  =  ':l(i±l±j)  = ,(.  +  p  +  T). 

Mais    a  +  |3  -I-  Y  —  r(cotg  -  A  +  cotg  -  B  4-  cotg  -  C)  = 

==  r  cote-  -  A  cola  -  B  cote-  -C=  ?•-•-•-  =  — ; 
2  "^2  2  r  r  r         r 

donc  (14)  donne  : 

S  =  r(a  +  1^  +  'i)^r.-^  =-j^. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  une  solution  analogue  de  M.  V.  Cristescu, 
insénieur  à  Bucarest. 


QUESTION  199 

Stoliitiou,  par  M.  A.  Boutin. 


On  donne  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy  et  deux  droites 
A,  A'  parallèles  à  Ox.  Par  0,  on  mèneune  transversale  mobile  A" 
qui  rencontre  A  en  A,  A'  en  A';  enfin,  au  point  A'  on  élève  une 
perpendiculaire    A'I  =  AA'. 

Cela  posé,  on  demande  de  déterminer  la  droite  A"  de  façon  que 
le  rectangle  X,  obtenu  en  abaissant  de  I  des  pei'pendiculai7'es sur 
Ox  et  Oy,  soit  maximum. 

On  suppose  ensuite  que  les  droites  A,  A'  se  meuvent  parallèle- 
ment à  elles-mêmes  en  conservant  une  distaiice  invariable  ;  à  chaque 
position  de  ces  droites  coi'respond  un  point  I  déterminé  comme 
on  vient  de  le  voir.  Trouver  pour  quelle  position  des  parallèles  le 
rectangle  X,  correspondant  à  ce  point,  est  minimum.       (G.  L.) 
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Soient  b  la  distauce  de  Ox  à  A'  et  a  la  distance  de  A  à  A', 
a  l'angle  de  A"  avec  Ox;  I  étant  situé  dans  l'angle  de  A" 
et  du  prolongement  de  Oij:  soient  enfin  a;  et  y  les  distances 
de   I   à   Ooî  et  à   0^. 

On  a     a?  =  OA'cos  a  +  A  A.'  sin  a  =  6  cotg  t.    r  a 
y  =  OA'sin  a  —  A  A.'  cos  a.  =  b  —  a  cotg  a; 
le  produit  xy  est  maximum,  en  même  temps  que  ax.by,  pro- 
duit dont  la  somme  des  facteurs  est  constante;  le  maximum  a 
donc  lieu  pour  ax  =  by 

¥  -  a-" 

COlga^-^-^ 
ce  qui  donne  pour  le  maximum: 

^  iab 

expression  dont  il  faut  trouver  le  minimum  quand  a   restant 
fixe,  b  varie. 

Cette  expression  est  minimiam  en  même  temps  que 

/-        «' 
ou  que  la  racine  carrée  de  cette  quantité        b  \/ b  -\ — —  • 

\/b 

r     /^^y  ■  ■ 

On  remarque  que  6v  6  x  (  ~F  )  —  a''  =  constant^;  le  mini- 
mum a  donc  lieu  pour  : 

3  \/b 
6=4.. 

/  . 

V  -^ 

Le  minimum  de   X   est  alors         — =• 

3\/3 

QUESTION  G(U 

Solution  par  M.  H.  L'Hullieu. 


fJtant  donné  un  triamjle  ABC  :  /"  Si  sur  AB,  à  parlir 
de  B,  on  porte  dans  les  deux  sens  une  même  longueur  arbi- 
traire 1  en  BD,  BI)',  les  langen'.es  en  B  aux  deux  cercles 
BCI),  BCD'  sont  conjuguées  harninniques  relativemmt  à  BA,  BC; 
2"  Si  l'on  porte,  dans  un  même  sem,  deux  longueurs    BD,  BD,, 
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ayant  a  pour  moyenne  proporlionneUe,  les  tangentes  en  B  aux 
deux  cercles  BCD,  BGDi  sont  isogonales  relativement  à  l'angle  B, 
Cas  particulier  où  BD  =  c.  (Bernes.) 

1°  Elevons  à  AB,  en  D  et  D',  des  perpendiculaires  jusqu'à 
leurs  rencontres  en  o,  o'  avec  la  per- 
pendiculaire en  G  à  BC.  Nous  avons 
en  Bo,  Bù'  les  diamètres  des  deux 
cercles  BDC,  BD'C;  ils  forment  évidem- 
ment, avec  les  perpendiculaires  en  B 
à  AB  et  BC,  un  faisceau  harmonique 
(puisque  la  perpendiculaire   BS  à  AB 


B^ 


passe  par  le  milieu  de  oo)  donc 
les  quatre  droites  perpendicu- 
laires ,  c'est-à-dire  les  tan- 
gentes aux  cercles  BCD,  BCD' 
et  les  droites  BA,BG,  forment 
aussi  unfaisceau  harmonique. 

2"  La  tangente  BT  au 
cercle  BDC  fait  avec  la  droite  BC  l'angle  CBT  égal  a 
l'angle  CDB.  De  même  BT,  étant  la  tangente  au  cercle  BD,G, 
on  a  T^BA  =  BCU^.  D'ailleurs,  BD  .BD,  =  BG^  par  suite, 
les  droites  DG,  DjC  sont  antiparallèles  dans  l'angle  B  et 
les  angles  DjGB  et  BDC  sont  égaux.  Donc  les  droites  BT,  BTj 
sont  isogonales  relativement  à  l'angle   B. 

Si   BD  ==  c,    BTj   est  parallèle  à   AG;    de  plus,    BT  est  la 
tangente  au  cercle  circonscrit. 


QUESTION  359 

^oliitiou,  par  M.  H.  L'Huillier. 


Si  les  ch'oitcs  AE,  GF  menées  des  extrémités  d'une  diagonale  AG 
du  quadrilatère  A  BCD,  parallèlement  à  deux  côtés  opposés,  coupent 
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les  deux  autres  côtés  aux  points  E,  F,  la  droite  EF  est  parallèle 
à  l'aufj'e  diagonale  BD. 

Déduire  de  cette  propriété,  que  si  M,  N,  divisent  AB,  CD  dans 
un  même  rapport,  la  somme  des  aires  ANB,  CMD  est  égale  à 
l'aire  ABCD.  (J.  Neuberg.  Mathesis,  1882,  p.  158,  et  188^, 
p.  14U).  (B.  Sollertiusky.)       ^  ^ 

On  a 
OE  _  OA 
ÛC  ~  ÔÛ 


OB 
OC 


d'où 


OE 
OB 


et     TTT^  = 

OF 


OA 

uf' 


ce  qui  montre  que   EF   est  parallèle 
à   BD. 

Soient  MN  tels  que 


Menant    Mw,    X« 


MB       NU 

respectivement 

E/yi       Fîi 
parallèles  à   CD,  AB,  ou  a  — -  =  -rr  ; 

niB       nD 

donc  mn    est  parallèle  à   BD  et  EF.  On  a  : 

MCD  équivalent  à  mCD  =  BCD  +  mBD; 
NBA  -  nBA  =r  DBA  -  nBD. 

Or,  wBD  et  nBD   sont  équivalents,  donc  ABCD  équivalent 

à   MCD  +  NBA. 


QUESTION  668 

Solution  par  M.  Jeaa  Neguetzu,  Bergakademiker  (Freiberg  i.  S.). 


On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  C  et  un  point  0.  D'un 
point  de  cette  courbe,  comme  centre,  on  décrit  une  circonférence  de 
ceixle  qui  passe  par  0  et  l'on  pt-end  l'axe  radical  de  cette  courbe 
et  de  G.  Démontrer  que,  lorsque  le  centre  pris  sur  C  se  déplace 
sur  cette  courbe,  cet  axe  radical  reste  tangent  à  une  circonférence 
de  cercle.  (Mannheim.) 

Soit  D  la  projection  du  point  0  sur  l'axe  radical.  La  ligure 
CDOC   étant  un  trapèze,  on  a  (./.  E.,  1894,  p.  101.) 
(1)         CCO'  +  DC'O  -  (Cb^  +  C'O')  =  2CC'.D0; 
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d'ailleurs,  le  point    D   étant  sur  l'axe  radical,  ou  a  la  relation 

ou 

la  relation  (1)  devient 

donc 

OC-  -  CG'^  =  2CG'.D0 

d'où 

CÔ'-GC'' 


D0-- 


:const. 


Ainsi,  le  lieu  des 
jDoiuts  tels  que  D  est  une  circonférence,  dont  le  centre  est 
le  point  fixe   0   et  dont  le  rayon  est  égal  à 

2GG' 

Solution  par  fauteur  de  la  question.  —  Soient  c  le  centre  de 
la  circonférence  qui  passe  par  0  et  R  l'axe  radical  de  cette 
courbe  et  de  C.  Lorsque  c  se  déplace  sur  G,  la  droite  R  a 
une  enveloppe  :  quel  est  le  point  oîi  R  touche  cette  courbe? 
Prenons  sur  G  le  point  Cj  infiniment  voisin  de  c  et  décrivons, 
de  ce  point  comme  centre,  une  circonférence  passant  par  0. 
L'axe  radical  de  cette  courbe  et  de  G  coupe  R  au  point  de 
contact  p  demandé.  Ce  point  est  le  centre  radical  des  trois 
circonférences  :  G  et  les  deux  circonférences  infiniment  voi- 
sines. Il  appartient  donc  à  l'axe  radical  de  ces  deux  dernières 
courbes.  Gette  droite  passe  par  0  et  elle  est  perpendiculaire 
à  la  ligne  des  centres  de  ces  deux  circonférences,  c'est-à-dire 
à  la  tangente  en  c  à  G  où  encore  elle  est  perpendiculaire  à 
R,  qui  est  parallèle  à  cette  droite.  Ainsi  Op  est  perpendicu- 
laire à  R  et,  par  suite,  la  normale  en  p  passe  par  0.  La 
courbe  enveloppe  de  R  est  donc  telle  que  toute  ses  normales 
passent  par  un  même  point;  c'est  donc  une  circonférence  de 
cercle,  dont  le  centre  est  0. 

Autrement.  Prenant  le  point  0  pour  pôle  et  transformant 
par  rayons  vecteurs  réciproques  l'énoncé  de  la  question  pro- 
posée, on  obtient  : 
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On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  G'  et  un  point  0.  .Sur 
le  milieu  du  segment  Oc',  qui  aboutit  à  un  point  de  C,  on  élève 
une  perpendiculaire  à  ce  segment.  Cette  d.roite  coupe  G'  aux  points 
1  et  m;  la  circonférence  qui  passe  par  0,  1,  m,  est  toujours  tan- 
gente à  une  circonférence  de  cercle,  quelle  que  soit  la  position  de  c' 
sur  G'.  Gelte  propriété  estpour  ainsi  dire  évidente,  puisque  les 
triangles  Olni,  Ic'm  étant  égaux,  les  cercles  qui  leur  sent  res- 
pectivement circonscrits  ont  des  diamètres  égaux.  Les  cercles 
circonscrits  aux  triangles  tels  que  lOm  sont  donc  tangents  à 
un  cercle  de  centre  0  et  dotit  le  rayon  est  égal  au  diamètre 
de  G'.  Revenons  à  la  question  668  et  appelons  a  et  6  les 
points  de  rencontre  de  G  et  du  diamètre  qui  passe  par  0  ; 
il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  trouver  que  l'inverse  du 
rayon  du  cercle  auquel  les  droites   R  sont  tangentes  est  égal  à 

■—-  ±:  — -r .  On  doit  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  selon  que  0 

est  à  l'intérieur  ou  à  l" extérieur  de  G . 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  E.  Foucart,  H.  L'Huillier,  Dhoz- 
Farny . 


QUESTIONS   PROPOSEES 


728,  —  Étant  donnés  trois  nombres  positifs  x,  y,  z  tels  que 

X  +  y  -\-  z  =  1 
on  a 

î°  x^i  —  X)  -h  if(i  —  y)  +  z^{i  —  z) 

>  6(i  —  2X){\   —  2w)(i  —  2z); 
20  (i  -  x)(i  -  y)(i  -  z)     ^  ^ 

(l    —    2X)[l    —    2g){\    —    23)  ' 

1 

3**  xvz  <  — 

^24  (.L-F.  d'Avillez.) 

729.  —  Soient  ABG  un  triangle  formé  par  trois  tangentes 
à  une  parabole,    M,  N,  P   les  point  de  contact: 

1°  Par  les  .sommets  du  triangle  et  par  un  point  déterminé  D 
de  la  directrice,  on  peut  faire  passer  une  infinité  d'hyperboles 
équilatères; 

2°  Si  les  normales  à  la  parabole  aux  points   M,  N,  P   ne 
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concoureut  pas  en  un  même  point,  il  y  a  une  infinité  d'hyper- 
boles équilatères  qui  passent  par  les  sommets  du  triangle 
formé  par  les  normales,  et  par  un  point  D'  du  diamètre  de  la 
parabole  qui  passe  par   D.  (J.-F.  d'Avillez.) 

NOTE 
D'après  les  recherches  que  j'ai  faites  et  auxquelles  se  sont  obligeam- 
ment associés  MM.  Brocard  el  Laisant,  des  quebtions  proposées  dans  le 
Journal  de  Malhémalicjues  élémentaires,  sous  les  ii°'  1  à  420  (*)  ;  les  seules  qui 
ne  soient  pas  résolues  sont  celles  qui  correspondent  aux  numéros  sui- 
vants : 

119,         148.         149.         160,         184,        199,         229, 
279,        284,         345,         359,         360,         393,         394. 
Nous  avons  reproduit  (numéros  de  janvier  et  février,  p.   23,  45)  les 
énoncés  des  questions 

7,  23,  119,        148,         149,  199, 

240,        241,        284,  359,         360,  391,  418,        420. 

Les  questions  7,  184  ont  été  résolues  depuis  (p.  68;  p.  87). 
La  question  23  a  été  résolue  (1M83,  p.  2i5).  Mais,  par  suite  d'une  faute 
typographique,  elle  figure  (loc.  cit.)  sous  le  n°  33. 
Les  questions  suivantes  ont  reçu  leur  solution  : 

184  ....'.   .     (1896.  p.  87), 

418 (1892.  p.  258), 

420 (1892,  p.  260), 

391 fl891,  p.  280\ 

240  et  241 (18S8,  p.  49).' 

119,  199  et  359  sont  résolues  dans  le  présent  numéro. 
Il  reste  donc  à  publier  de  nouveau  (**),  dans  l'espérance  de  provoquer 
ainsi  les  solutions  qu'ils  comportent,  les  énoncés  des  questions  : 

160,         229,         279,         345,         393,         394, 
questions  qui,  avec  celles  qui  ont  été  proposées  sous  les  numéros: 

148,        149,        284,        360; 
soit  dix  questions,  au  total,  sont  (entre  1  et  420>  les  seules,  si  nous  ne  fai- 
sons pas  erreur,  qui  ne  soient  pas  encoie  résolues ('**). 

Mais,  au  préalable,  cette  noie  peut  donner  lieu  à  des  rectifications  que 
nous  recevrons  avec  reconnaissance. 

RECrn'ICATIONS 

P.  13,  lierne  11,  au  lieu  de  le  produit  des  diamètres,  lisez  le  double  pro- 
duit des  rayons. 

P.  70,  question  703,  au  lieu  de  hauteur,  lisez  médiane; 

P.  71,  question  713,  au  lieu  de  bj,  1%,  b;,  les  bissectrices,  lire  les  segments 
non  consécutifs  déterminés  sur  les  côtés  par  les  bissectrices. 

(*)  Par  oubli,  il  n'y  a  pas  eu  de  question  numérotée  121. 

{**)  Nous  le  ferons  prochainement. 

(***)  Nous  avons  rcf'Li  derniei'craenl  une  solution  des  questions  1/18,  uy. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


IMPBIMERIE  CENTRALE    DES  CHEMINS  DE  KKR. 
IMfKlMERlECHAIX,  RUE  BERGÈRE,  20.  PARIS.  —  «190-4-90. 
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SUR  UNE  INEGALITE 

Par  M.  Alfpedo  .Scliiappa  .Moutciro,  colonel  d  artillerie, 
membre  de  l'Académie  de  Lisbonne. 


•-i^us  nous  proposons  d'établir  le  théorème  suivant  : 
Étant  donnes    u    nombres  positifs    x,,  x^,  x,j,  ...  x„,     si  l'on 
considéra  les    n    sommes,  déterminées  par  ces  nombres,  groupés 
n  —  I     à    n  —  I ,     on  a  : 

(1)     {x^  -\-  x^  +  . . .  .r„_i  +  Xa)  («,  -f-  «j  -+-  ...  +  .r„) 

. . .  (.Pj  +  .r.^  4-  ...  +  Xn-\)  >  [n  —  \]''x^x.,x^. .  .x„_ix^. 
Par  un  théorème  connu  (*),  on  peut  écrire 

X^  ~T~  X^     .     ...  H—  ■/  n— I     T     Xfx  n — ! 


n  —  I 


^   "*>»ii»    X„X^.  ,  ,Xn^\Xn  1 


X^  -r-  X^  +  .  .  .  +  •' n— 1     '     Xn  n—\ 


n  —  I 


^  -^    X^X-j.  .  ,Xn—\  Xn  , 


Xi-h  X.,  +  .  .  .-+■  X„_i  +  Xn  „_| 


;/  —  I  .12 

En  multipliant,  membre  à  membre,  ces  n  inégalités,  on  a  : 

(a;.j+iC3-t-...-i-.r„_,4-a;Jfa:, +a;.,4-...4-a'„_i+a;„)  ..('.r,-f^,,+...+r„_,) 

___  ^  _ 

■^  X^X.^X^.  .  .Xyx—\Xn', 

c'est  l'inégalité  que  nous  voulions  signaler. 

Remarque.  —  Si  Ton  désigne  par  A:  la  somme  des  n  nombres 
positifs  considérés,  l'inégalité  devient 

(2)  {k—x^){k—x.,}iik—x^...{k—x„)>\n—  \\^x^x.^x.i...Xn-\X,^ 
En  particulier,  si  l'on  suppose    A-  =  i,  «  =  3,     ou  a 

(3)  (i  -  a;,)(i  -  x.^{\  —  x^)  >  i^x^x.^x^. 

On  retrouve  ainsi  la  question  proposée  sous  le  n'  loo4  par 
M.  Wolsteuholme  {Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  I880, 
p.  o3o). 

(•)  C'est  le  llicorôme  de  Caucby  (de  Longchamps,  Algèbre,  p.  208).  On 
peut  consulter,  à  ce  propos,  le  Cours  d'Ajialijw  de  Caucby,  1821,  p.  457  ; 
la  Correspondance  mitlluhiiatique  de  <Juctclet,  1S2S,  t.  IV,  p.  16',).  et  les 
Nouvelles  Annales,  18't2,  p.  368. 

JOLll.NAL  I)i:  MATH.    l'.LKM.   —  189G.  6 
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SUR  UNE  NOUVELLE  DÉFINITION 

DES    PERPENDICULAIRES 
Par  M.  A.  Poulain,  à  Angers. 


La  déliuitiou  des  perpeailiculaires,  telle  qu'elle  se  trouve 
exposée  au  début  de  tous  les  traités  de  géométrie,  a  l'incon- 
vénient de  renfermer  des  subtilités  qui  embarrassent  les 
commençants,  et  cela  à  un  moment  où  ils  se  découragent 
facilement.  Il  faut  leur  répéter  maintes  fois  qu'on  no  doit 
pas  définir  la  perpendiculaire  au  moyen  de  l'angle  droit,  mais 
faire  l'inverse.  Ils  ont  aussi  de  la  peine  à  comprendre  qu'en 
vertu  de  la  définilion,oa  esL  obligé  de  prouver  que. ';tM?)ecZroi7e 
est  perpendiculaire  à  une  autre,  réciproquement  celle-ci  est  perpen- 
diculaire à  la  iiremière.  De  plus,  la  mesure  eu  degrés  et  la 
connaissance  du  rapporteur  sont  retardées  jusqu'au  second 
livre.  De  la  sorte,  on  prend  pour  mesurer  les  angles  une  unité 
toute  provisoire,  l'angle  droit,  qu'on  abandonne  ensuite;  et 
les  traités  théoriques  ne  débutent  pas  comme  les  traités  pra- 
tiques, ce  qui  est  à  éviter  dans  la  mesure  du  possible. 

Voici  une  nouvelle  définition  qui  me  semble  plus  avanta- 
lageuse.  Elle  découle  d'une  étude  préliminaire  sur  les  angles, 

1.  Définition. —Nous  dirons  qu'une  droite  AB  a  exécuté 
un  tour  complet  autour  d'une  de  ses  extrémités  A  ,  dans  son 
plan,  lorsqu'elle  est  revenue  à  sa  position  primitive. 

2.  Théorème.  —  La  somme  d'angles  ainsi  emjemlrée  est  inva- 
riable {*). 

En  un  mot,  la  somme  que  décrit  A'B'  autour  de  A'  égale 
celle  que  décrit  AB   autour  de   A.   Car,  si  on  fait  glisser  une 

(•)  En  réalité,  c'est  à  cette  somme  que  l'on  compare  certains  angles 
quand  on  les  exprime  sous  la  forme  —  ;  comme  ou  le  fait  en  trigono- 
métrie, notamment  en  parlant  des  polygones  réguliers.  Ou  veut  faire 
comprendre  rapidement  que  l'angle  est  la  w^"^"  partie  d'un  tour.  C'est 

comme  si  on  écrivait .  La  valeur  du  nombre  tz  ne  joue  ici  aucun  rôle, 
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portion  du  plan  qui  eiivirounc  A'  de  manière  à  amener  A'B' 
à  prendre  la  direction  de  AB,  et  si  chaque  droite  efTectue  sa 
rotation,  les  ileux  sommes  coïncideront  quand  les  droites 
seront  revenues  à  leurs  positions  initiales. 

3.  Définitions.  —  On  peut  diviser  cette  somme  inva- 
riable en  autaut  de  parties  égales  qu'on  voudra. 

Si  on  la  divise  eu  quatre  parties  égales,  chaque  angle  ainsi 
obtenu  s'appelle  amjle  droit. 

Si  on  la  divise  en  3ôo  parties  égales,  chaque  angle  s'appelle 
degré.  L'angle  droit  vaut  donc  go  degrés,  qu'on  écrit  ainsi:  90°. 
La  moitié  d'un  tour  vaut  deux  droits  ou  i8j°. 

4.  Théorème.  —  La  somme  des  dmx  angles  formés  en  C  par 
une  demi-droile  CI)  qui  rencontre  la  droite  ACB  est  égale  à  deux 
droits  ou  à  i  Ho". 

Car  si  ou  fait  tourner  la  portion  ADB  du  plan  autour 
de  AB(*),  la  somme  des  deux  angles  formés  par  CD  recouvre 
la  somme  des  angles  qu'on  peut  former  de  l'autre  côté  de  AB. 
Donc  la  ])remière  somir.e  égale  la  moitié  de  4  droits  ou 
de  36o". 

La  réciproque  s'établit  de  la  manière  habituelle. 

5.  Corollaire.  —  Deux  angles  a,  a'  opposés  par  le  sommet 
sont  égaux. 

Car,  soit  8  l'angle  intermédiaire.  Celui-ci  égale  180"— a  (4), 
puisque  deux  côtés  sont  en  ligne  droite.  De  môme  il  égale 
1 80°  —  a'.  Dès  lors 

180°  —  a  =:    180"  —  a'     OU      a  ==  a'. 

6.  —  L'étude  des  angles  ayant  élé  faite  sans  parler  des 
perpendiculaires,  nous  arrivons  à  leur  définition. 

sinon  quand  on  en  vient  à  chercher  combien  de  degrés  contient  l'unité 
d'aiii^le,  ce  qui  est  peu  utile  cl  donne  un  nombre  compliqué.  Au  contraire, 
quand  on  prend  pour  unité  d'ancjle  l'angle  droit  ou  le  degré,  ce  qu'on  se 
propose,  c'est  d'avoir  une  unité  facile  à  concevoir,  .««ans  s'occuper  de  la 
simplicité  des  valeurs  qui  eu  résulteront  pour  les  angles  usuels.  Ou  néglige 
généralement  de  faire  comprendre  aux  commençants  la  dill'ercnce  profonde 
de  ces  deux  buts. 

(')  Si  on  veut  rendre  cette  démonstration  indépendante  de  la  rctourna- 
bililr  du  plan,  il  sullit  de  faire  tourner  la  portion  ABD  autour  de  C. 
Alors  le  raisonnement  .s'ajjpliqucrait  à  la  sphère. 
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Définition.  —  On  dit  que  deux  droites  sont  perpendicu- 
laires entre  elles  lorsqu'elles  font  un  angle  droit. 

D'après  le  corollaire  (o),  les  quatre  angles  sont  droits,  dans 
ce  cas. 

7.  Théorème.  —  Par  un  point  C  pris  sur  une  droite  AB,  on 
peut  élever  à  AB    une  perpendiculaire  et  une  seule. 

On  peut  eu  élever  une.  (^ar  cela  revient  à  dire  (6)  qu'on 
peut  faire  en   G   un  angle  égal  à  un  quart  de  tour. 

Plus  généralement,  il  est  clair  qu'on  peut  faire  telle  fraction 
de  tour  que  l'on  veut,  par  exemple  un  angle  d'un  degré. 

On  ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire.  Car  le  tour  com- 
plet étant  une  somme  invariable,  il  en  est  de  même  de  son 
quart.  Toute  droite  CD'  fait,  soit  en  dessus,  soit  en  dessous 
de  AB,  un  angle  plus  grand  ou  plus  petit  que  celui  de  CD  ; 
et,  par  suite,  différent  d'un  quart  de  tour. 

Remarque.  —  La  théorie  précédente  est  complétée  par  la 
description  du  rapporteur.  Gomme  celui-ci  n'a  pas  forcément 
la  forme  circulaire,  il  n'est  pas  nécessaire  que  l'on  connaisse 
la  définition  du  cercle.  On  se  sert  de  degrés  angulaires,  sans 
avoir  besoin  de  connaître  leur  correspondance,  très  simple  du 
reste,  avec  les  degrés  circulaires.  Ou  peut  de  même  parler  de 
l'équerre  pour  tracer  les  angles  droits,  sans  avoir  besoin  de 
savoir  si  ou  a  fabriqué  cet  instrument  autrement  que  par 
tâtonnement. 

SUR  UN  PROBLÈME  (*) 

DE    LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA    REGLE 
Par  M,  Alctrop. 


Nous  nous  proposons  le  problème  suivant: 
Etant  données  deux  couples  de  droites,  les  sommets   x,  y  de  ces 
couples  étant  supposés  inaccessibles,  tracer  la  droite  xy. 

(*)  Ce  célèbre  problème  est  traité  dans  l'ouvrage  de  AL  G.  de  Long- 
champs  :  Essai  sur  la  géométrie  de  la  règle,  pp.  2't2-25G;  mais  les  solutions 
qu'on  y  donne  sont,  croyons-nous,  moins  simples  que  celles  que  nous 
présentons  ici. 


r-^B' 
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Dans   la   solution    que  nous   allons  indiquer,    nous  nous 
appuierons  uniquement  sur  le  premier  livre  de  laGéoœclrie; 
de    plus,    et    sans    écrire 
aucune  égalité,  nous  déter- 
minerons  la  distance  des 
deux  points. 

Première  solution.  — 
Soient  AB,  A'B'  et  AC, 
A'C'les  couples  donnes.  En 
considérant  les  triangles 
homologiques  ABC,  A'B'C  ; 
ABD,  A'B'D'  ;  MN  est  la 
droite  demandée. 
Sj'mbole  de  l'opération 
totale:  op:  (iSR^  +  gR;,); 
Simplicité,  24  ;  exactitude, 
i5  ;  9  droites. 

Seconde  .solution  (par  le  premier  livre  seul).  —  La  solution 
précédente  étant  de  nature  projective,  s'applique  encore  lorsque 
l'une  des  droites  de  l'un  des  couples  c;t  la  droite  de  l'infini 
du  plan  de  la  figure.  Alors  le  problème  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Par  le  point  d'intersection  inac- 
cessible d'un  couple  de  droites, 
mener  une  droite  pai-allèle  à  une 
droile  donnée. 

Soit  AN,  BM,  le  couple  donné. 
Menons  les  perpendiculaires  AP, 
AM,  BN,  HP  à  la  droite  donnée, 
par  A  à  BM,  par  B  à  AN,  par 
HàAB.  HP  est  la  droite  cherchée. 
Revenons  maintenant  à  notre 
problème.  Menons  par  X  les 
parallèles  XA,  XA'  à  A'B',  AB,  et 
parle  milieu  M  de  AA'  encore  les  parallèles  MB,  MB'  à  A'B', 
AB;  si  N  est  le  milieu  de  BB',  MN    est  la  droite  demandée. 

Remarque.  —  Les  solutions  précédentes  montrent  clairement 
la  différence,  signalée  à  plusieurs  reprises  dans  ce  journal, 


i: 
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qu'il  convient  d'observer  entre  la  simplicité  géométrograijhique 
et  la  simplicité  géométrique.  Je  n'ai  pas  eu  la  patience  suffi- 
sante pour  établir  la   simplicité   géométrographique   de   la 


deuxième  solution,  la  plus  simple  certainement  au  point  de 
vue  géométrique.  Mais  cette  simplicité  est  sûrement  exprimée 
par  un  nombre  de  beaucoup  supérieur  à  celui  que  nous  avons 
trouvé  pour  la  première  construction. 

En  ayant  égard  à  l'une  et  à  l'autre  simplicité,  les  solutions 
précédentes  sont,  croyons-nous,  les  plus  simples  qu'on  puisse 
donner  du  problème  en  question. 


(1) 


CONSTRUCTION  DU  FAISCEAU 
ax'^  -|-  bxy  -\-  cif  =  o. 

Par  M.  Kiiffalli,  professeur  au  lycée  du  Puy. 


Nous  supposons  les  axes  rectangulaires  et  nous  considérons 
la  parabole   P   qui  correspond  à  l'équation 
TJ^  —  ^cx  —  o. 
Soit  C    le  foyer  de   P,    situé  sur   Oa",   à  une  distance  c  de 
l'origine. 

Par  le  point  A  de  coordonnées  (a,  b),  menons  des  tangentes 
à  cette  parabole.  L'ensemble  des  tangentes  sera  représenté 
pai'  l'équation 

(y^  —  4ca;)(6*  -  ^.ca)  —  [bij  -  2c(ic  4-  o)]'  =  o. 
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Les  parallèles  menées  par  l'origiue  à  ces  tangentes  corres- 
pondent donc  à  l'équation  , 

(2j     aif  —  bxy  -h  cx"^  =  o.  -Ik'         ~~-^^ 

Or,  les  droites  (2)  sont  perpeudi-  ;  ''x 

culdres  aux  droites  (l)  ;  par  suite,  si, 
du  point  (a,  b),  on  mène  les  tangentes 
à  P,  les  droites  (I)  seront  jjerpendi- 
culaires  à  ces  tangentes. 

En  résumé,  les  considérations  pré- 
cédentes conduisent  à  la  construction  -^iK'  ^-'^ 
suivante: 

Du  point  A,  comme  centre,  décrivons  un  cercle  passant  en  G.  Ce 
cercle  coupe  la  directrice  en  E,  E'.  Alors  CE,  CE'  seront  paral- 
lèles aux  droites  du  faisceau  (!)(*). 

EXERCICES   DIVERS 

Par  M.  Aug:.  Boutin. 


!          -A. 

1     r«'*; 

1 

> 

,c' 

1 

423.  —  Dans  quels  cas  la  somme  des  carrés  de  deux  triangu- 
laires consécutifs  est-elh  un  carré? 

On  a  à  résoudre,  en  nombres  entiers  : 

x^x—i)''       xHx-\-  !)'-_ 

■ ■  T —  2  ) 

4  4 

ou  en  posant,  ^  —  xy, 

on  obtient  l'équation  de  Pcll,  bien  connue,    x^  4-  i  :=  ly^,    qui  admet 
pour  solutions  : 

a^j  =:  I ,  Xi  =  J,  a;,  =  ^  I ,  -^n^^  ""^n— 1    ~  •^n-2' 

(•)  La  construction  proposée  par  M.  RalFaliiest  très  élégante;  peut-être 
n'a-t-ellc  pas  encore  été  signalée. 

Mais  elle  a  l'inconvénient  d'exiger  une  démonstration  qui  n'est  pas 
élémentaire. 

La  construction  d'un  faisceau  de  droites  constitue  ud  problème  inté- 
ressant, car  elle  se  rencontre  dans  un  ,ij;rand  nombre  de  problèmes  élémen- 
taires. Ordinairement,  on  se  contente  de  dire,  je  crois,  quand  une  solution 
aboutit  à  cette  construction  :  En  fuisanl  y  ==  a,  on  est  ramené  à  construire 
les  rai-ines  de  l'r(iualion      x-  -\-  hx  -{-  ac  =^  o,  etc. 

N'y  a-t-il  pas  lieu  de  recliercher  des  solutions  aussi  élémentaires  que 
celle  que  nous  rappelons  ici,  mais  plus  directes  ou  plus  élégantes'/  Peul- 
ôtrc  celto  question  intéressera-t-ellc  quelques-uns  de  nos  correspondants  ; 
il  nous  a  paru  utile  de  la  soulever. 

Au  dernier  moment,  nous  recevons  de  M.  Ratralli  la  communication  de 
la  construction  suivante:  Soient  M',  M''  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  aj  =  — 2C  avec  le  faisceau.  Sur  Ot,  prenons  0P-- — ic\  par  P, 
traçons  A  perpendiculaire  à  Ox  et  considérons  le  point  I  de  coor- 
données (i  —  r,  b.  Le  cercle  de  centre  I,  de  rayon  IG,  coupe  A  aux 
points  chercliés  M',  M".  Mais  il  y  aura  lieu  de  rechercher,  en  axes  obliques, 
une  construction  analogue.  O,  L. 
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424.  —  Pour  quelles  valeurs  de  n,  la  somme  des  cubes  des  n 
premiers  nombres  impairs  est-elle  un  carre? 

Cette  somme  ayant  pour  expression  :  n-[2n-  —  i),  il  faut  et  il  suffit 
que  in"-  —  i  soit  un  carre;  équation  de  Pell,  souvent  rencontrée,  qui  a 
pour  solutions  : 

I)    -S    29,    M^,  =^  6«^_1  -  Mp_,. 

425.  —  Quel  est  le  nombre  des  côtés  des  polygones  convexes 
dont  le  nombre  des  diagonales  est  un  carré? 

On  a  à  résoudre  en  nombre  entiers  l'équation  : 

n-  —  3n  —  2x'^  =  o. 
Les  valeurs  de  11    sont  toutes  données  par  la  suite  récurrente  : 

Wj  =  3,        t/j  =::  G,        «3  ^=  27,        «4  =  1 5o,        

Up  =  6it^_i  -  «^,_2  -  6. 
Nous  proposons  de  vérifier  qu'aucun  terme  de  cette  suite  n'est  un  carré  ; 
donc  il  n'existe  pas  de  polygones  convexes  tels  que  le  nombre  de  leurs  côtés  et 
celui  de  leurs  diagonales  soient  simultanément  des  carrés. 

CORRESPONDANCE 


Nous  avons  reçu  de  M.  Aubry  la  lettre  suivante  qui  intéres- 
sera ceitaiuement  plusieurs  de  nos  lecteurs  : 

c!  Votre  article  bibliographique  relatif  à  la  Géométrie  de 
MM.  RouchéetdeComberousse,m'a  inspircquelques  réflexions 
que  je  vous  demanderai  la  permission  de  vous  soumettre. 

On  peut  concevoir  l'étude  des  mathématiques:  1°  au  point 
de  vue  philosophique,  pour  aviver  les  facultés  intellectuelles 
et  s'exercer  à  raisonner  juste  ;  alors  peu  importe  le  sujet, 
pourvu  qu'il  soit  intéressant;  "i^  comme  simple  spéculation 
destinée  à  faire  acquérir  rapidement  de  grandes  connaissances 
et  accroître  le  nombre  de  celles  déjà  connues  par  l'examen  de 
vues  nouvelles.  L'apparition  de  la  philosophie  mathématique, 
créée  par  Descartes  et  Leibniz,  et  qui  a  surtout  porté  ses 
fruits  dans  le  xix'^  siècle,  si  prodigieusement  fertile  en  décou- 
vertes de  toutes  sortes,  montre  bien  que  la  première  n:ianière 
est  véritablement  la  bonne.  Toutefois  —  et  on  ne  paraît  pas 
assez  faire  cette  distinction  —  pour  les  commençants,  il  vaut 
mieux  employer  la  seconde  méthode  :  l'élève  ne  sait  ou  on  le 
mène  et  il  importe  qu'on  lui  épargne  le  plus  possible  les 
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enuuis  des  débuts  et  c'est  pour  lui  que  le  mot  de  d'Alembert  (*), 
si  critiqué,  paraît  une  vérité  incontestable.  L'édifice  géomé- 
trique est  éclairé  seulement  à  l'inférieur;  pour  y  arriver,  il 
faut  bien  se  résoudre  a  parcourir  le  vestibule  à  tâtons;  mais 
une  fois  dans  l'intérieur  de  l'édifice,  on  peut  se  servir  de  la 
lumière  qui  l'inonde  pour  en  éclairer  la  pièce  d'entrée.  De  là 
une  géométrie  didactique  pour  les  commençants,  et  une  géométrie 
jiliilosophique  pour  élucider  les  idées,  signaler  les  difficultés  et 
remettre  au  point  ce  qui  pourrait  avoir  été  mal  interprété  . 

Parlons,  par  exemple,  de  la  définition  de  la  droite.  Platon 
appelle  ainsi  «  la  ligne  dont  les  parties  du  milieu  ombragent  celles 
des  extrémités  )) .  On  a  seulement  ainsi  une  simple  propriété  delà 
droite,  ou  plutôt  une  propriété  des  rayons  lumineux.  Euclide 
commence  son  premier  livre  par  des  définitions  dont  voici 
les  sept  premières  : 

\.  Le  point  est  ce  qui  na  aucune  partie,  ce  qui  ferait  croire 
que  la  géométrie  raisonne  sur  des  êtres  imaginaires.  Platon 
et  Aristote  parlent  du  point  comme  déjà  défini,  le  point  des 
pbysiciens. 

2.  La  ligne  est  une  longueur  sans  largeur.  Qu'est-ce  que  la 
longueur?  Qu'est-ce  que  la  largeur? 

3.  Les  extrémités  des  lignes  sont  des  points.  Et  si  la  ligne  est 
ensuite  prolongée? 

4 .  La  droite  est  celle  qui  est  également  étendue  entre  ses  points  (**). 
Quoi  de  plus  vague? 

5 .  La  surface  est  ce  qui  a  seulement  longueur  et  largeur.  Voir  2. 

6.  Les  termes  de  la  surface  sont  des  lignes.  Voir  3. 

7.  Le  plan  est  la  surface  également  étendue  entre  ses  lignes. 
On  voit  qu'Euclide  n'est  rien  moins  que  clair. 
Arcbimède  demande  qu'on  admette  que  «  la  ligne  droite  est 

le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  ».  Ce  n'est  point  une 
défiuition,  mais  un  axiome. 

Théou  de  Smyrne  définit  la  droite  la  ligne  «  directe  »  et 
explique  cette  expression  par  les  définitions  d'Euclido  et 
d'Archimède, 

(*)  Œ  Allez  CQ  avant,  la  foi  vous  vieudra.  » 

(•*)  Le  texte  môme  d'Euclido  est  le  suivant  :  oç,oq  ^çfj.'^^r,...  «  t,ti;  è;  Ito-j 
TOI;  èç'  la'JTr,;  T/KAStot;  xî-.tx'..  » 
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Legendre  a  repris  les  définilions  d'Euelide  en  définissant 
d'abord  la  géométrie  comme  la  science  de  ia  mesure  de 
l'étendue,  et  en  enseignant  que  l'étendue  a  trois  dimensions  : 
longueur,  largeur  et  hauteur,  ce  qui  demande  la  connaissance 
préalable  des  perpendiculaires,  des  distances,  des  mesures, 
des  longueurs  et  d'autres  idées  encore  qui  ne  peuvent  être 
comprises. 

Fourier  a  défini  le  plan  comme  le  lieu  des  points  égale- 
ment distants  de  deux  points  fixes  donnés  et  la  droite  comme  le 
liea  des  points  également  distants  de  trois  points  fixes  donnés. 

Lobatchefski  définit  d'abord  la  sphère,  puis  la  circonférence, 
comme  l'intersection  de  deux  sphères,  le  plan  comme  le  lieu 
des  circonférences  analogues  et  la  droite  comme  l'intersection 
de  deux  plans. 

D'après  une  heureuse  innovation  dont  nous  n'avons  pu 
retrouver  le  premier  auteur,  depuis  une  cinquantaine  d'an- 
nées, on  définit  d'abord  le  solide,  puis  la  surface,  ia  ligne 
et  le  point. 

L'idée  du  solide  est  antérieure  à  celle  de  surface.  Ainsi  il 
parait  logique  de  définir  d'abord  le  solide  comme  partie  de 
l'espace  indéfini,  par  exemple  un  cot'ps  quelconque;  puis  la 
surface,  ce  qui  sépare  le  solide  du  reste  de  l'espace;  la  ligue, 
l'intersection  de  deux  surfaces;  et  le  point,  l'intersection  de 
deux  lignes.  Par  régression,  on  définira  la  ligne  comme  trajet 
d'un  point  en  mouvement,  et  la  surface  comme  produite  par 
le  mouvement  d'une  ligne. 

On  définira  ensuite  la  figure,  qui  est  l'ensemble  d'un  nombre 
quelconque  de  points  fixes.  Toute  figure  reste  identique  à 
elle-même  quand  on  la  transporte  en  un  endroit  quelconque 
de  l'espace. 

On  appelle  distance  l'ensemble  de  deux  points,  et  compas 
l'instrument  propre  à  transporter  une  distance.  Deux  dis- 
tances sont  dites  égales  quand  les  deux  points  de  l'uue  peuvent 
être  amenés  à  coïncider  avec  les  deux  points  de  l'autre. 

On  appelle  lieu  d'un  point  l'ensemble  des  points  jouissant 
d'une  propriété  donnée. 

Le  lieu  des  points  également  distants  d'un  point  fixe  est 
une  surface  sphérique  dont  ce  point  fixe  est  le  centre.  Le  solide 
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renfermé  par  cette  surface  est  une  sphère.  Deux  sphères  ou 
deux  surfaces  sphériques  sont  dites  égales  quand  elles  sont 
produites  par  des  distances  égales,  qui,  ici,  prennent  le  nom 
de  rayom.  Elles  peuvent  donc  coïncider  eu  faisant  simplement 
coïncider  leurs  centres,  ce  qui  prouve  qu'une  surface  splié- 
rique  peut  se  mouvoir  autour  de  son  centre,  sans  cesser  de 
coïncider  avec  elle-même. 

Si  deux  sphères  se  coupent,  l'intersection  est  une  circonfé- 
rence, qui  est  ainsi  le  lieu  d'un  point  mohile  lié  à  deux  points 
fixes  par  des  distances  constantes.  En  tournant  autour  de  leurs 
centres,  les  sphères  restent  coïncidantes,  donc  une  circonfé- 
rence, en  tournant  autour  de  son  centre,  reste  coïncidante 
avec  elle-même. 

Deux  sphères  égales  ont  leurs  centres  fixes  et  leurs  rayons 
variables,  tout  en  restant  simultanément  égaux  :  le  lieu  de 
leur  intersection  est  une  surface  appelée  plan.  Comme  les 
deux  sphères  coïncident  en  tournant  autour  des  deux  centres 
et  qu'on  a  une  figure  identique  en  les  permutant  entre  elles, 
on  a  deux  manières  de  faire  coïncider  le  plan  avec  lui-même. 

De  là,  l'idée  de  rotation  àes  figures.  Pendant  ce  mouvement, 
il  y  a  une  succession  de  points  qui  ne  bougent  pas  :  l'ensemble 
de  ces  points  est  une  droite  :  onadmet  qu'eu  deux  points  on  ne 
peut  mener  qu'une  seule  droite,  et  qu'elle  est  le  plus  court 
trajet  entre  ces  deux  points. 

Etc.,  etc. 

Je  crois  qu'il  y  aurait  grand  profit  à  revenir  de  temps  en 
temps  ainsi  aux  bases  de  la  science  mathématique.  L'algèbre 
no  s'appuie  que  sur  un  seul  axiome  :  «  on  ne  change  pas 
une  somme  en  modifiant  également  et  dans  des  sens  opposés 
deux  de  ses  éléments  ».  Ne  pourrait-il  pas  se  faire  que  toute 
la  géométrie  ne  reposât  que  sur  le  suivant:  «  une  figure  reste 
identique  à  elle-même  quand  on  la  transporte  en  un  endroit 
quelconque  de  l'espace  »  qui  correspond  au  premier. 

Je  vous  livre  ces  réflexions  pour  ce  qu'elles  valent,  étant 
loin  de  prétendre  avoir,  eu  une  heure,  tiré  au  clair  cette  déli- 
cate (juestion.  Mais  je  crois  qu'il  serait  bon  qu'on  la  mcditùt 
et  qu'on  arrivât  à  doter  la  géométrie  de  définitions  exactes.  Je 
parle  non  au  point  de  vue  didactique,  car  dans  ce  cas  le  che- 
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min  le  plus  court  sera  toujours,  je  crois,  le  meilleur  :  on 
pourrait  même  davantage,  au  commencement,  concrétiser  les 
entités  géométriques,  mais  au  point  de  vue  philosophique, 
le  seul  ou  il  faut  se  placer  si  l'on  veut  arriver  à  s'assimiler 
les  théories  et  découvrir  les  idées  générales  reliant  les 
méthodes  entre  elles  en  les  réduisant  à  leurs  principes 
essentiels  ». 


BIBLIOGRAPHIE 


La  librairie  Belin  vient  de  publier  deux  petits  volumes  que  nous  signa- 
lons à  l'attenlion  de  nos  lecteurs. 

Le  Cours  d'Algèbre,  à  Vusage  des  é'èves  de  V enseignement  primaire 
supérieur,  complète  la  série  des  ouvrages  que  M.  Andoyer,  maître  de 
conférences  et  chargé  d'un  cours  complémentaire  à  la  Faculté  des  sciences 
de  Paris,  a  écrits  pour  cet  enseignement.  Ce  dernier  livre,  comme  ceux 
qui  l'ont  précédé  et  dont  nous  avons  parlé  autrefois,  est  une  œuvre  bien 
personnelle.  L'introduction  des  nombres  négatifs,  cette  difficulté  de 
l'algèbre  élémentaire,  y  est  logiquement  exposée,  par  les  considérations 
des  grandeurs  susceptibles  d'être  mesurées  dans  deux  sens  différents.  C'est 
ainsi,  à  notre  avis,  par  cette  voie  naturelle  et  simple,  qu'il  faut  présenter 
aux  jeunes  gens,  la  notion  des  grandeurs  négatives,  cette  première  diffi- 
culté de  l'algèbre.  Je  félicite  aussi  l'auteur  d'avoir  eu  le  courage  d'intro- 
duire dans  ces  éléments  le  signe  de  l'identité  (*)  ;  cette  informe,  malgré 
quelques  avis  opposés,  l'avis  de  ces  personnes  qui  pensent  inutile  d'adopter 
un  signe  nouveau,  sous  le  prétexte,  discutable  je  crois,  que  Newton  et 
Lagrange  n'en  ont  pas  éprouvé  la  nécessité,  s'impose  vraiment;  elle  ajou- 
tera singulièrement  à  la  clarté  qui  doit  régner  dans  les  éléments  et  l'on 
accordera  peut-être  qu'on  n'en  saurait  trop  mettre  dans  les  livres  qui 
doivent  être  mis  entre  les  mains  des  débutants. 

Le  second  ouvrage  dont  nous  voulons  parler  est  intitulé  Éléments  de 
Géométrie  descriptive,  à  l'tiaagc  des  candidats  au  baccalauréat  de  rensei- 
gnement secondaire  classique,  des  élèves  de  renseignement  secondaire  moyen 

(*)  Le  signe  employé  par  M.  Andoyer,  et  par  la  plupart  des  auteurs,  est 
constitué  par  trois  barres  parallèles  égales.  Le  signe  que  j'ai  introduit 
autrefois  dillèro  de  celui-ci  par  la  larre  moyenne  qui  est  plus  petite  que 
les  deux  autres.  C'est  M.  Gauthier- Villars,  un  jour  que  nous  causions 
ensemble  de  la  nécessité  d'introduire  ce  signe  algébrique,  qui  me  conseilla 
l'emploi  de  trois  barres  inégales.  Le  signe  forrné  par  trois  barres  égales 
offrait,  à  son  avis,  avis  auquel  je  me  suis  rauiré,  l'inconvénient  d'avoir  été 
déjà  employé  dans  des  sens  divers,  notamment  dans  l'expression  des 
congruences  et  dans  la  théorie  des  caractéristiques.  Mais  enfin,  qu'on 
adopte  un  symbole  ou  un  autre,  la  ctiose  est  de  petite  importance; 
l'essentiel  est  d'en  avoir  un. 
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et  des  candidats  aux  écoles  dit  gouvernement,  par  M.  H.  Ferval,  ancien 
élève  de  l'Ecole  normale  supérieure,  agrégé  des  sciences  mathématiqnes, 
professeur  au  collège  Stanislas.  Gepelil  livre  est  bien  rédigé  et  il  constitue 
un  excellent  guide  pour  les  élèves,  nombreux,  je  crois,  qui  éprouvent 
certaines  difficultés  de  vision  quand  ils  abordent  la  géométrie  descriptive. 
Je  loue  p  irticulièremenl  l'auteur  d'avoir  placé,  de  nombreux  exercices, 
bien  choisis  d'ailleurs,  à  la  fin  des  diflérents  chapitres  de  son  livre;  je 
l'approuve  aussi  d'avoir,  suivant  en  cela  l'exemple  de  son  ancien  maître 
à  Henri  IV  et  à  l'École  normale,  M.  Caron,  nettement  dégagé  la  généralité 
des  luélliodes.  Celles-ci,  bien  qu'en  petit  nombre,  représentent  le  bloc 
que  l'esprit  doit  s'assimiler  tout  d'abord  pour  voir  de  haut,  et  d'une  façon 
inoubliable,  les  solutions  des  problèmes  qui,  dars  leur  variété  infinie,  se 
rattachent  à  l'idée  mère.  G.  L. 


BACCALAURÉAT 


CLASSIQUE  (LE TTRES-MA THÉMA TIQUES) 
(Mars  1896) 

Académie  de  Paris. 

1"  Problème  oblir)(Uoire  : 

Étudier  et  représenter  graphiquement  la  variation  de  la  fraction 

_  3x-  +  7a;  +  4 

IX-  —  5x  —  7 

lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

2"  Trois  questions  à  choisir  : 

1°  Définition  et  détermination  de  la  latitude  d'un  lieu  à  la  surface  de  la 
terre. 
•2'  Inégalité  des  jours  et  des  nuits. 
3"  Inégalité  des  saisons. 


QUESTION  148 

(Voir  p,  24). 
Solution  par  M.  SoLLEiniNSKY. 


On  donne  deux  droites  fixes  et  un  cercle,  de  centre  0,  tangent  à 
ces  deux  droites.  Soit  AB  une  tangente  variable  de  ce  cercle,  et  qui 
rencontre  en  A  et  B  les  deux  droites  fixes;  soit  H  le  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  OAB.  Démontrer  que  le  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  OAB  enveloppe  deux  cercles,  et  que 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  AHB  enveloppe  aussi  deux  cercles 
fixes.  (Weill.) 


134  JOURNAL  DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 

Nous  allons  démontrer  une  proposition  plus  générale  : 

Une  tangente  variable  d'un  cercle  fixe  0  rencontre  deux  tan- 
gentes fixes  A,  A'  aux  points  A,  B.  Les  cercles  semblables  K{*} 
décrits  sur  les  cordes  AB  enveloppent  deux  cercles  fixes,  tangents 
à   A,  A'. 

Soient  P,  Q,  R  les  points  de  contact  du  cercle  0  avec 
A',  A,  AB.  Déterminons  la  figure  inverse,  par  rapport  au  cercle 
0.  Les  inverses  A',  B'  des  points  A,  B  sont  évidemment  les 
intersections  de  OA,  OB  avec  RQ,  RP.  La  droite  A'B',  comme 
joignant  les  milieux  de  RQ,  RP,  est  parallèle  à  QP  et  égale 
à  sa  moitié. 

L'angle  AOB  étant  constant,  les  inverses  K'  des  cercles 
semblables    K    seront  eux-mêmes  semblables:   mais   étant 


décrits  sur  les  cordes  A'B'  de  longueur  constante,  ils  seront 
tous  égaux. 

Soient  p,  q,  m,  M  les  milieux  de  OP,  OQ,  pq,  A'B'.  Sur 
la  droite  Ont,  qui  est  perpendiculaire  à  pq,  portons  mk 
=  MK'. 

Puisqu'on  a  A^K'  =  mM  —  pW,  les  centres  des  cercles 
égaux  K'  sont  sur  une  circonférence  décrite  de  k  avec  la 
moitié  du  rayon  r   du  cercle  fixe    0.     Les  cercles    K'    enve- 

(*)  Nous  avons  en  vue  les  cercles  dont  les  centres  K  sont  les  sommets 
des  triangles  isoscèles  AKB,  directement  semblables. 
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loppent   donc   deux    cercles   concentriques   ayant  pour   rayons 

r^  =  kK'  4-  K'B',  r,  =  ±  {kK'  -  K'B'). 

On  en  tire  K'B'  —-  r^  —  kK'  =  AK'  ±  r^ 

Or  on  a  kp  =  kq  =  K'B' 

^                           ,1                    r       r 
Donc  kp  =  kq  =  ?\ =  -  ±:  r^, 

c'est-à-dire  les  circonférences  de  rayons  ;',,  r^  touchent  celles 
décrites  sur  OP,  OQ,  comme  diamètres;  mais  celles-ci  sont 
les  inverses  des  droites   A,  A'. 

Remai'ques.  —  1.  On  construit  sans  peine  les  cercles  enve- 
loppés par  K.  En  effet,  lorsque  AB  devient  parallèle  à  l'une 
des  droites  A,  A',  le  cercle  K  dégénère  en  une  droite,  facile 
à  déterminer  :  on  aura  donc  quatre  tangentes  communes  des 
cercles  cherchés. 

2.  La  démonstration  est  en  défaut  pour  les  cercles  AOB 
qui  sont  aussi  semblables,  et  ces  cercles,  au  lieu  d'envelopper, 
touchent  au  point  fixe  0  deux  cercles  fixes,  tangents  à  A,  A'. 

Corollaires.  —  1.  Soit  G  l'intersection  de  A,  A'.  H  étant 
l'orthocenlre  du  triangle   AOB,    on  aura   AHB  ==  tt  —  AUB 

ri 

=  •   Les  circonférences  AHB  sont  donc  des  cercles  sem- 

2 

hlables,  correspondants  à  l'angle  AKB  =  tt  —  C.  Les  cercles 
des  neuf  points  de  AOB  sont  homothétiques  aux  cercles  AHB, 
le  centre  d'homothctie  étant  en  0  et  le  rapport  étant  égal  à 
I  I  2;  ils  enveloppent  donc  aussi  deux  cercles,  homothétiques 
à  ceux  enveloppés  par  les  cercles    AHB. 

2.  En  posant  AKB  =  2G,  un  retrouve  un  théorème  de 
M.  Mannheim  cité  par  M.  E.  Catalan  {Théorèmes  et  problèmes  de 
géométrie,  G"'«  édit.,  p.  164)  : 

Si,  à  un  cercle  J,  inscrit  à  un  angle  xOy,  on  mène  une  tan- 
gente (*)  quelconque  A'B',  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
OA'B'  est  tangente  à  une  circonférence  G'  inscrite  à  l'angle  xOy. 

(*)  Nous  y  avons  omis  le  mot  extérieure,  parce  que  le  théorème  est  vrai 
pour  toulea  les  luiujenks  sans  exception,  comme  on  le  voit  par  noire  démons- 
tration. 
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QUESTION  149  (*) 

(Voir  p.  45.) 
Solution  par  M.  B.  Sollertijjsky. 


On  donne  deux  droites  fixes  et  un  point  0.  Un  angle  AOB,  de 
grandeur  constante,  tourne  autour  du  point  0.  A  e^  B  étant  les 
points  où  ses  côtés  rencontrent  respectivement  les  deux  droites  fixes, 
on  mène  OA'  perpeJidiculaire  à  OA,  et  rencontrant  en  A'  Vune 
des  droites;  OB',  perpendiculaire  à  OB,  et  qui  rencontre  Vautre 
droite  en  B';  enfin  on  projette  le  point  0  sur  les  quatre  droites 
AB,  A  A',  BB',  A'B',  en  a,  [5,  y,  o.  Démontrer  que:  /°  le  qua- 
drangle  a^yS  est  inscriptihle  et  son  cercle  ci?'conscrit  enveloppe 
deux  cercles  fixes  ;  2°  les  projections  de  0  sur  les  trois  dingonales 
du  quadrilatère  ABA'B'  sont  sur  une  circonférence  qui  passe  par 
un  point  fixe  et  touche  un  cercle  fixe.  (Weill.) 

1"  Soient  a,  b  les  pôles  des  droites  fixes,  par  rapport  à  une 

circonférence  de  centre  0.  Le 
pôle  c  de  la  droite  AB  est 
l'intersection  des  polaires  ac, 
bc  des  points  A,  B.  L'angle 
AOB  étant  constant,  il  en  est 
de  même  de  son  égal  acb  :  le 
point  c  décrit  donc  une  circon- 
férence k,  qui  passe  en  a,  b. 
Les  polaires  de  A',  B'  sont 
évidemment  les  hauteurs  bb', 
ac'  du  triangle  abc;  par  suite, 
les  pieds  b',  c'  de  ces  hau- 
teurs et  l'orthocentre  d  sont  respectivement  les  pôles  des 
droites  AA',  BB',  A'B'.  Les  points  a,  p,  y,  8  sont  donc  les 
inverses  des  points  c,  b',  c',  d  par  rapport  au  cercle  0,  et 
ceux-ci  étant  situés  sur  une  circonférence,  il  en  est  de  même 
de  leurs  inverses.  Le  diamètre  cd  de  la  circonférence  cb'dc' 
est  deux  fois  plus  grand  que  la  distance  km  de  la  corde  ab 


')  Énoncé  rectifié. 
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au  cciilrc  A".  Le  layou  m'c  de  la  circonférence  est  donc  con- 
stant, ot  son  centre  m'  se  meut  sur  le  cercle,  décrit  de  m, 
comme  centre,  avec  le  rayon   mm'  =  kc  . 

Par  suite,  le  cerole  m'  touche  conslamment  deux  cercles, 
décrits  do  m  avec  les  rayons  me,  me',  les  points  e,  e'  étant 
les  extrémités  du  diamètre   km. 

La  circonférence  cupyZ  enveloppe  donc  les  inverses  de  ces 
derniers  cercles. 

2'^  Lo  pied  /"  de  la  troisième  hauteur  ef  du  triangle  abc  est 
le  pôle  de  la  troisième  diagonale  du  quadrilatère    ABA'B'. 

Le  cercle  c'b'f  est  celui  des  neuf  points  du  triangle  abc: 
il  passe  donc  par  un  point  lixe  m  et  touche  le  cercle,  décrit 
de  m,  avec  le  rayon  mm';  mais  les  points  b',  c',  f  sont  les 
inverses  des  projections  de  0   sur  les  diagonales  de  ABA'B'. 

SUR  LA  QUESTION  184 

Par  M.  Ituflalli,  professeur  au  lycée  du  Puy. 


La  première  partie  de  cette  question  (*)  peut  s'établir,  très 
simplement,  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  les  deux  triangles    MAA'  et  MU'.   Ces  deux 
triangles  sont  sembla- 
bles comme  cquiangles 
et  le  rapport  des  côtés 

A  A' 
sera     ——  •     Traçons 

leurs  médianes   MO   et 
ME;  nous  avons 

MO  _  AA' 

ME  ~  IF* 
Le  lieu  des  points   M 
est    donc    le    lieu    des 
points  dont  le    rapport 
des    distances    à    deux  points  fixes   0,  E    est  constant;  c'est 
donc  une  circonférence  dont  le  centre   o   est  sur  OL 


(•)  Résolue  p.  iiS. 
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QUESTION  488 

.Solution  (*) 


Étant  données  (Jeux  forces  P,  Q  non  situées  dans  un  même  plan, 
trouver  larésuUante  générale,  l'axe  central  de  réduction  et  la  valeur 
du  couple  minimum.  (H.  Dellac). 

Soit  HK  la  perpeudicLilaire  commune  entre  les  droites  P,Q, 
et  soit  V  l'angle  aigu  formé  par  les  directions  de  ces  droites. 

Résultante.  —  Transportons  les  deux  forces  parallèlement  à 

elles-mêmes  au  point  0 
pris  sur  HK,  En  formant 
le  parallélogramme  de 
ces  forces  on  obtient  la 
résultante  générale  R. 
Comme  je  suppose 
d'abord  que  les  forces  P, 
Q  forment  les  côtés  de 
l'angle  V,  la  résultante 
R  sera  à  l'intérieur  de 
cel  angle  PiOQ^  =  V,  et 
je  désigne  par  a,  p  les 
angles  qu'elle  fait  avec  ses  composantes.  On  a 
R  =  y/p2+  Q''+2PQ.cosV 
P  Q  R 


sin  p        sin  a        sin  V 
ce  qui  fait  connaître  les  angles   a,  [3. 

Couple  résultant.  —  La  translation  de  la  force  P  dans  la 
position  Pj  donne  un  couple  dont  le  moment  est  égal  à  PxOH, 
et  dont  le  plan  passe  par  HIv  .  L'axe  de  ce  couple  mené  par 
le  point  0  est  une  droite  Op  perpendiculaire  au  plan  PHOP^ 
et  par  suite  située  dans  le  plan  du  parallélogramme  PiOQi; 
de  plus,  pour  que  l'observateur  placé  sur   Op   voie  le  couple 


(*■)  Nous  n'avons  reçu  aucune  solution  de  cette  question  ;  celle-ci  est 
celle  que  l'auteur  nous  a  communiquée. 
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tourner  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  il  faut  que  Op 
soit  situé  du  côté  de  OQj  par  rapport  à  OPi  ;  il  fait  donc 
avec  OR  l'angle  90°  — a.  De  même,  la  translation  de  Q  donne 
un  couple  dont  le  moment  est  Q.OK,  et  dont  l'axe  Oq  est 
situé  dans  le  plan  PiOQi  du  côté  de  OP,  par  rapport  à  OQ  ; 
il  fait  donc  avec  OR  l'angle  90"  —  p.  En  composant  les  deux 
axes   Op,  Oq  on  aura  l'axe  du  couple  résultant  G. 

On  sait  que  l'axe  0  du  couple  minimum  s'obtient  eu  projetant 
l'axe  du  couple  résultant  G  sur  la  direction  de  la  force  résul- 
tante R.  Par  suite,  0  est  égal  à  la  somme  des  projections 
des  composantes  de   G,   et  l'on  a 

0  =  p.s'm  a  -f-  ^sin  ,S  =  P. OH  sin  a  ■+-  Q.OK  sin  p. 

Or,  on  a  déjà  trouvé 

Psin  a  r=  Q  siu  S. 

Donc  0  =  Psin  a  X  HK  =  P. /i. sin  a. 

^  .  Q  siu  V 

Or,  on  a  sin  a  =  — - —  • 

R 

P.Q./i.sinV 

Donc,  enfin  0  —  ;^ • 

rv 

Dans  la  valeur  de  0,  le  numérateur  exprime  le  volume  du 
tétraèdre  ayant  pour  arêtes  opposées  les  deux  forces  données 
P,  Q.  Ainsi,  le  moment  du  couple  minimum  est  égal  au 
quotient  du  volume  du  tétraèdre  des  forces  données  par  la 
résultante  de  ces  forces. 

On  sait  que  l'axe  du  couple  minimum  a  la  même  direction 
que  R.  Dans  le  cas  de  la  figure,  il  a  aussi  le  même  sens.  Si 
la  force  P  était  placée  en  P'  et  Q  en  Q',  il  n'y  aurait  rien  de 
changé  dans  la  valeur  absolue  du  couple  minimum,  mais  son 
axe  serait  dirigé  en  sens  contraire  de  R.  Dans  la  valeur  de  0, 
ce  changement  de  sens  se  traduit  par  le  changement  de  signe 
de  h,  si  on  regarde  V  comme  invariable.  Eu  effet,  si  un 
observateur  se  place  sur  HK  pour  que  son  regard  aille  de 
P  à  Q  dans  le  sens  trigonométrique  il  faudra  qu'il  ait  les 
pieds  en  H  et  la  tête  en  K  dans  le  cas  des  forces  P,  Q  et  en 
sens  contraire  pour   P'.  Q'. 

Axe  central.  —  L'axe  central  d'un  système  tle  forces  est  la 
position  unique  de  la  résultante  générale  telle  que  l'axe  du 
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couple  résultant  soit  parallèle  à  cette  droite,  ou,  si  l'on  veut, 
coïncide  avec  elle. 

Il  faut  d'abord  que  le  centre  do  réduction  choisi  soit  tel  que 
la  résultante  générale  soit  située  dans  le  pian  déterminé  par 
les  axes  des  deux  couples  résultant  de  la  translation.  Cette 
condition  est  remplie  pour  tout  point  0  pris  sur  HK. 

De  plus,  il  faut  choisir  le  point  0  sur  HK  de  manière  que  OR 
soit  dirigée  suivant  la  résultante  des  axes  Op,  Oq;  pour  cela 
il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  algébrique  des  projections  de 
ces  axes  sur  une  droite  ;v'  située  dans  le  plan  du  parallélo- 
gramme et  perpendiculaire  sur  OR  soit  nulle.  En  regardant 
('H,  OK  comme  des  valeurs  positives,  dans  le  cas  de  la  figure, 
on  a 

P.OH.cos  a  =  Q.OK.cos  p, 

OH  _  Q  cos  p 

UK 


d'où 


P  COS  a' 

ce  qui  détermine  le  point  0  sur  HK.  Il  faut  remarquer 
qu'une  valeur  positive  de  ce  rapport  nous  donnera  un  point 
situé  entre  H  et  K  et  une  valeur  négative  un  point  situé  en 
dehors. 

Discussion.  —  Pour  examiner  tous  les  cas  de  la  question, 
nous  pouvons  supposer  que  P  est  constant  et  positif,  que  V 
est  l'angle  aigu  formé  par  la  direction  des  deux  forces,  et 

faire    varier    Q     de 
—  00  à  +  ce  . 

11  n'y  a  que  les 
variations  de  l'axe 
11  central  ou  plus  sim- 
plement du  point  0 
qui  offrent  quelque 
intérêt.  Nous  allons 
d'abord  mettre  sous 
une  autre  forme  le 
rapport  qui  déter- 
mine cette  position. 
Soit  OABC  le  pa- 
rallélogramme des  forces  transportées  en  0  ;  du  point  G 
j'abaisse  sur    OA,  OB    les  perpendiculaires    Ca,  Cb   et  j'ai 


Fig.  2. 
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lil 


OA/ 


OA. 
ÔC 


de  même, 

et  par  suite 
OH 


OB'  = 


d'oîi        OA'  33 
06.0 


Oa.P 
R 


K 


OB' 


OÙ.Q       QiQ  +  PcosV) 


y- 


OK       OA'       Oa.P       P(P  +  QcosV) 
Nous  allons  étudier  les  variations  de  ce  rapport  en  regar- 
dant  Q    comme  variable  indépendante. 

Ces  variations  sont  indiquées  par  le  tableau  suivant,  que 
l'on  forme  aisément  : 


Q 

—  oc 

-Pcotir ) 

^\4     2/ 

P 

—  PcosV 

0 

cos  V 

4-  X) 

y 

—  X 

-co(s^(---) 

Maxim  uni. 

±  oc 

0 

H      2  7 

Miiiimiiin. 

û 

+   00 

Tant  que  Q  est  positif,  le  point  0  se  trouve  entre  H  et  K 
Pour    Q  =  o    l'axe  central  se  confond 
avec  P,  et  pour  0  =  -f-  ce    il  se  confond 
avec  Q. 

Lorsque      O     décroit    de      0     à 

—  P  tg-  (- j  >  le  point  0  se  trouve 

sur  HH'  et  descend  jusqu'en  un  point 
Oi .  Entre  -  P  tg  (-  _  _j  et  -  P  cos  V 
le  point  0   revient  de    0,    en   H.    De 

,    V  P 

—  P  cos  V  à =v    ie  point    0    se 

cos  V 

trouve  sur    HK.    Lorsque  Q  décroît  de 

P  /t.       V\ 

r-  à  —  Pcot —   le  point  0'  se  trouve  sur  KK  et 

cos  V  \4        2/ 

s'élève  jusqu'en  un  point  0...    Entln  ,  lorsque   0   décroît  de 

—  P  cot  I- )   à   —30,  le  point  0  descend  de  0^  eu  K. 

V4        2  / 

Si  on  avait   V  =  o,    les  points   0,    et  0.^    seraient  à  linllni. 

On  peut  aisément  se  rendre  compte  des  circonstances  des 
cas  limites. 

On  voit  qu'il  y  a  toujours  deux  valeurs  de   Q   qui  donnent 


Firf.  3. 
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le  même  point  0;  mais  elles  ue  donnent  pas  la  même  direc- 
tion pour  l'axe  central. 

Remarque.  —  Le  lieu  de  l'axe  central  est  une  surface  conoïde 
du  sixième  ordre. 

QUESTIONS   PROPOSÉES 

730.  —  Rendre  rationnelle  l'équation 

\X3  -+■  y\i)    —  [a-.i:^  +  b^p)  =  o. 

(Ë.-N.  Barisien.) 

731.  —  Deux  droites  A  et  A'  sont  perpendiculaires  à  une 
droite  A"  et  la  rencontrent  en  A  etB.  On  considère  deux  cercles 
C  et  C,  le  premier  tangent  à  A  et  A",  le  second  tangent  à  A' 
et  A"  :  CCS  deux  cercles  sont  de  plus  tangents  entre  eux  en 
M.  La  droite  BM  rencontre  A  en  A'  et  la  droite  AM  ren- 
contre A' en  B'.  Montrer  que  AA' et  BB' sont  respectivement 
égaux  aux  diamètres  des  cercles  G  et  C.      (E.-N.  Barisien.) 

732.  —  On  donne  une  sphère  et  deux  de  ses  tangentes. 
Une  tangente  mobile  rencontre  constamment  ces  deux  droites  : 
on  demande  le  lieu  des  points  où  elle  touche  saccessivement 
la  sphère?  (Mannheim.) 

733.  —  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et 
un  point  A  sur  Ox  (OA  —  a),  on  considère  sur  Oi/,  à  partir 
de   0,   deux  points  mobiles   M,  M',   tels  que  MM'  =  '20A. 

Soient  My  et  Mi'  les  symétriques  de  M  et  M'  par  rapport  à  0. 

1<»  Lieu  du  point  d'intersection  D  de  la  droite  M, A  avec 
la  parallèle   WD  à  MA. 

2°  Démontrer  que  les  droites  MJA  et  M'D  se  coupent  sur 
la  bissectrice  de  l'angle  xOy. 

3°  Lieu  du  centre  a  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MAM'. 

4°  0'  étant  le  symétrique  de  0  par  rapport  à  MA  et  B 
le  point  où  O'M  coupe  la  perpendiculaire  en  A  à  AM.  On 
prend  sur  la  perpendiculaire  à  Mil'  en  son  milieu  G,  une 
longueur  GG  =  O'B  ; 

Démontrer  que  la  droite  MC   passe  par  un  point  fixe. 

(Davidoglou.) 

734.  —  On  donne  l'équation 

^Hx^  —  {p^  +  ro)  x'^  +  4p'^rx  —  4p'^?'^  =  o, 
6  —  4R  +  )■  ;    r,  B,  p,    ayant  leur  signification  ordinaire, 
dans  un  triangle   AHG  dont  les  côtés  sont  a,  b^  c. 
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1"^  Trouver  les  racines  de  cette  équation; 
^°  Démontrer  qu'avec  ces  racines  on  i^eui  construire  un 
triangle  si  l'on  a  

8R>  -^  +  % , 

y/S  a^  4S 

S   désignant  l'aire  du  triangle  ABC.  (Davidoglou.) 

735.  —  On  donne  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB 
et  de  centre  0,  et  un  point  P  sur  AB.  Trouver  sur  la 
demi-circonférence  un  point  C  tel  que  le  triangle  C*JP  ait 
une  aire  maximum.  (E.-N.  Barisien.) 

736.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  rcclangle,  comme 
cotés  homologues,  on  construit  trois  polygones  semblables, 
et  l'on  considère  toutes  les  forces  représentées  par  les  côtés 
de  ces  polygones  qu'on  dirige  en  parcourant  les  contours  des 
deux  petits  polygones  dans  un  môme  sens  de  rotation,  et 
celui  du  grand  polygone  dans  le  sens  contraire.  —  Démontrer 
que  toutes  ces  forces  se  fout  équilibre.  (M.  Fouché.) 

737.  —  Ou  considère  un  triangle  ABC  et  trois  droites 
concourantes  issues  des  sommets,  AO,  BO,  GO,  qui  coupent 
respectivement  les  côtés  opposés  en  D,  E,  F.  On  considère 
les  forces  représentées  en  grandeur,  direction  et  sens  par  les 
segments  AE,  AF;  BF,  BD;  CD,  CE,  et  trois  forces  repré- 
sentées par  les  vecteurs  2DO,  2EO,  2FO,  mais  appliquées  au 
milieu  de  chaque  côté  correspondant.  —  Trouver  la  résultante 
de  ces  9  forces  et  en  déduire  qu'il  ne  peut  y  avoir  équilibre 
que  si  les  trois  droites  AO,  BO,  CO  sont  les  médianes  du 
triangle.  (M.  Fouché.) 

738.  —  On  donne  dans  l'espace  deux  systèmes  de  points 
A,  A',  A". . .  etB,B',B" On  joint  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles un  des  points  A  a  l'uu  des  points  B,  Quelleest  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  représentées  par  les  segments  AB 
ainsi  obtenus.  (M.  Fouché.) 

739.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  le  point  M 
tel  que  les  perpendiculaires  à  MA,  MB,  MC  forment  un 
triangle  triplement  orthologique  par  permutation  circulaire 
avec  ABC.  (E.  Lemoine.) 

740.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  parabole,  de 
somuiet  (),  rencontre  l'axe  de  la  parabole  en  T  et  In  tangente 
au  sommet  en   T'. 

La  droite  A  menée,  par  0,  parallèlemeut  à  la  taui;('nle  MTT', 
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rencontre  la  parallèle  menée  par  T,  à  OM,  en  P,  et  la  parallèle 
menée  par  T',  à  OM,  en   P'. 

Quand  le  point  M  parcourt  la  parabole,  le  point  P,  le 
point  P'   et  le  milieu  de    PP'   décrivent  chacun  une  parabole. 

(E.-N.  Barisien.) 

741.  —  On  considère  un  triangle  ABC  inscrit  à  une  cir- 
conférence  r.   Démontrer  les  propositions  suivantes  .• 

1°  On  peut  trouver  sur  BG  un  point  A'  tel  qu'en  menant 
par  ce  point  une  transversale  moJDile  coupant  F  aux  points 
M^,  Ni,  les  droites  AM^,  AN^  rencontrent  BC  en  deux  points 
isotomiques   M,  N; 

2"  Le  point  A'  et  les  points  analogues  B',  C  sont  en  ligne 
droite; 

o°  AM.AMj  +  AN.ÂNi   est  constante; 

4°  On  a  :  ^M^  •  A^l^  =Tn'^'Ni  , 

mn(ac'  -  Ab')  =  bg(ain'  -  A  m'); 

o°  Si  AB,  AG  rencontrent  Mj  N^  respectivement  en  Bj,  G\, 
BiN,  ■  C,Ni  _  /A^irA%\^2 


^^^  ^  BjMi.GiMi       Ia'N.A'Mi./       (Davidoglou.) 

742.^^  —  Soit  donné  un  triangle  ABC  et  soient  Aj ,  Bj ,  Ci  les 

points  oii  les  médianes  coupent  le  cercle  circonscrit  au  triangle 

ABC.    Si  S  et  Si   représentent  les  surfaces  des  triangles  homo- 

logiques    ABC  et  AiBiCj ,  on  a  la  relation 

Si [a-  +  6^-  +  c^Y 

s"  ~  [2(6^  +  c"-)  -  a-\  [2[a'  +  c"-)  -  b'']  [2(a='  +  6^)  -  c^] 

(Jorge  F.  d\ivillez.) 

743.  —  L'inverse  de  la  longueur  commune  des  demi-droites, 
issues  du  point  de  Jerabek  (*)  d'un  triangle,  est  égale  à  la 
somme  des  inverses  des  côtés  du  triangle. 

(Jorue  F.  d'Avi/lez.) 

744.  —  Construire  un  Iriauyle  isoscèle  connaissant  les  dis- 
tances du  centre  du  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle  aux 
sommets;  calculer  les  côtés  en  fonction  de  ces  dislances;  dis- 
cuter le  problème.  (E.  Lemoine.) 

(*)  Comme  on  le  sait,  le  poiiil  qc  Jerabek  d'un  triangle  est  le  point  d'où 
l'on  peut  mener  trois  demi-droites  égaler,  parallèles  aux  côtes  du  triangle. 

Le  Directeur  Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 

nnnuMF.sn:  ci'.ntram-;   des  culmiins  de  ter. 
i.mi'Rimkr:e  chaix,  bue  ierckre,  20,  taris.  —  10010-5-06. 
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SUR  LES   TRIANGLES  ÉQUJPOTENTIELS 

Par  M.  Aiijçel  Rozal  Obejero,  professeur  de  mathématiques,  à  Madrid. 


Nous  nous  proposons  d'étudier  quelques-unes  des  propriétés 
des  triangles  équipoteiitiels,  ainsi  nommés  par  le  savant 
mathématicien  M.  Juan  J.  Durân  Loriga,  commandant  dans 
l'armée  espagnole. 

I.  Définitions.  —  a,  b,  c,  étant  les  côtés  d'un  triangle  quel- 
conque, les  expressions 

b^'+c^'-a''               a^'+c^-b''                a^-hb*-c* 
1)    Pa= '     Pb  = '     pe  ^ » 

2  2  2 

ont  été  nommées,  par  M.  Darân  Loviga,  puissances  partielles  du 
tria)tgte  relatives  aux  sommets  A,  B,  C,  respectivement.  Pour 
les  obtenir,  il  suffit  de  trouver  les  puissances  des  sommets 
par  rapport  aux  circonférences  décrites  sur  les  côtés  opposés 
comme  diamètres  et  d'exprimer  cette  puissance  en  fouclion 
des  côtés  du  triangle. 

Remarque.  —  On  peut  écrire  lesdites  puissances  sous  une 
autre  forme. 

Si  r,  ra,  rtj,  r^  sont  les  rayons  des  circonférences  inscrites 

et  ex-inscrites  au  triangle  ABC,  on  sait  que 

a*  -4-  è''  -  c» 

=  'a'-b  —  rr,. 

Par  suite,  p^,  —  r^tc  —  rva ,    Pb  =^  raVc  —  rn ,     pc  =  r^ri,  —  rr^. 

II.  —  En  désignant  par   P   la  somme  pa  +  Pb  +  Pc,    on  a 

a""  -i-  b^  -{-  6-2 

r   =  j 


expression  nommée  par   le  dit  mathématicien  jouissance /o/a/e 
du  triangle. 
D'après  la  remarque  antérieure,  il  en  résulte 

P  =  r^rb  +  r^Vr  -+••  r^Va  —  r{ra  -H  r^  4-  7\). 

III.  —  Nous  appellerons  triangles  équipotcntie/s  ceux  dont  la 

puissance  totale  est  la  même.  Si    a,  b,  c  et  a\  b',  c'   sont  les 

côfcs  de  deux  triangles,  C(>ux-ci  seront  équipolentiels  si  l'on  a 

a^  +  6"  +  c"  :=  a'*  4-  6'*  ■+-  c'K 

JOUIINAI.    1)K   MATH.    KLÉM.    —  18%.  7 
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IV.  —  On  observera  que  la  puissance  totale  est  toujours 
positive,  et  que  si  l'on  a  A  =  90°  alors  p^  =  o;  donc  le  mini- 
mum de  li  puissance  partielle  est  zéro.  La  puissance  totale 
est  alors  P  =  a*. 

PROPRIÉTÉS  DES  TRIANGLES  ÉQUIPOTENTIELS 

I.  —  De  la  dernière  conséquence  on  déduit  que  si  le  sommet 
d'un  triangle  rectangle  se  déplace  sur  la  circonférence  circon- 
scrite, tous  les  triangles  ainsi  formés  sont  équipotentiels. 

On  voit  de  même  que  le  lieu  du  sommet  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  qui  se  déforme  en  restant  équipoten- 
tiel,  est  une  circonférence  circonscrite  au  même  triangle,  et 
dont  le  rayon  est  la  moitié  de  la  racine  carrée  arithmétique  de 
la  dite  puissance. 

Celte  propriété  permet  de  résoudre  le  problème  suivant: 
Construire  un  triangle  rectangle  connaissant  ses  puissances  pai^liales. 

Pour  cela,  on  prend  une  droite  BG  =  \/pb  +  pc  =  v^P»  et, 

de  son  milieu  pour  centre,  avec  un  rayon  égal   à     -  \/P, 

on  décrit  une  demi-circonférence,  qui  sera  le  lieu  du  som- 
met A.  Pour  fixer  ce  point ,  de  B  pour  centre  et  avec 
un  rayon  égal  à  y/jJi,  ou  décrit  un  arc  qui  coupe  la  demi-cir- 
conférence au  point  A.  On  joint  A  aux  points  G  et  B,  et  ABC 
est  le  triangle  demandé. 

II.  —  Si  plusieurs  triangles  inscrits  dans  une  même  circonférence 
sont  équipotentiels,  les  triangles  formés  far  leurs  médiatrices  sont 
aussi  équipotentiels. 

En  effet,  soient  0  le  centre  du  csrcle  ABC,   et  K^,  Kj,,  Kc 

les  médiatrices.  Dans  le  triangle  rectangle  ODC  (OD  =  Ka), 

on  a  :  4K2  =  4R'-  -  a\ 
Pareillement  :  4K?  =  4R*  -  6%    4K?  =  4R»  -  c^ 
En  ajoutant  et  appelant    P^  la  puissance  du  triangle  des 

médiatrices  il  en  résulte 

4P,  -  6R»  -  P, 

et  l'on  voit  que  si   R  et  P   sont  constants,  il  en  est  de  même 

de   P,. 
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III.  —  Lorsque  plusieurs  triangles  sont  équipotenliels,  il  en  est 
de  même  des  triangles  formés  par  leurs  médianes. 

En  effet,  si   ma,  m^,  me  sont  les  médianes,  on  a 

3 
ml  4-  7nl  +  ml—  ~{a^  -h  b*  +  c»), 
4 
3 
d'oïl  P,;,  —  —  P,  P,„  étant  la  puissance  du  triangle  formé  avec 

4 
les  médianes  de  ABC. 

On  voit  que  si   P   est  constant,    Pm  jouit  de  la  même  pro- 
priété. 

Remarque.  —  Cette  propriété  est  un  cas  particulier  de  la 
proposition  plus  générale  qui  suit  : 

Si  ion  prend  sur  les  côtés  de  plusieurs  triangles  é/iuipotentiels 

des  points    A',  B',  G'    qui  les  divisent  dans  un  même  rapport  —  > 

les  triangles  formés  par  les  ceviennes  correspondantes  seront  aussi 
équi  potentiels. 
On  sait  en  effet  que 

a*  +  p  H-  y'        {in  +  nY  —  mn 


a*  +  6*  +  c*  (w  -+-  u)' 


const. 


IV.  —  Si  plusieurs  triangles  sont  équipotenliels,  les  triangles 
qui  ont  pour  sommets  les  milieux  A',  B',  C  des  côtés,  le  seront  aussi. 

En  effet,  soient    a'  =  B'C,   b'  =  A'C,  c'  =  A'B'    on  a  : 

rt'»  +  6'»  4-  c'»  r=  -i  (a»  -H  6»  H-  c») 
4 
et  appelant  P'   la  puissance  des  triangles  susmentionnés, 

si    P  est  constant,   P'   le  sera  aussi. 

Remarque.  —  Le  rapport  des  puissances  P  et  P'  est  égal  à  celui 
des  aires  S  et  S'   des  dits  triangles. 

V.  —  Lorsque  plusieurs  triangles  sont  équipotenliels  et  équiva- 
lents simultanément,  la  somme  de  t'inverse  du  carré  du  rayon  du 
cercle  inscrit  et  celle  des  inverses  des  carrés  des  rayons  des  cercles 
ex-inscrils,  est  constante. 
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En  effet,  d'après  la  notation  employée  dans  la  remarque  du 

paragraphe  (1),  on  a  : 

I  I  I  I         a^  +  b^  +  c^'       2P 

1 -^  -^ s^ 5=  tt: =  -rrr  =  const. 

r»        ri        7-1        ri  S^  S^^ 

VI.  —  Si  un  triangle  se  déforme  en  restant  équipotenliel  et  in- 
sc?'it  dam  la  même  circonférence,  la  somme  des  cosinus  des  angles  que 
forment  les  rayons  qui  aboutissent  à  leurs  sommets,  est  constante. 

En  effet,  soient  0  le  centre  du  cercle  ABC  et  a  =  BOC, 
p  =  AOG,  Y  =  AOB,  dans  le  triangle  AOG,  on  a  :  6^  =  2R* 
—  2R*  cos  p. Pareillement  ou  trouve: 

a*  =  2R*  -  2R*  cos  a,  c""  =  2R'  -  2R*  cos  y- 

Ajoutant,  il  vient 

2?  =  ÔR''  —  2R*  (cos  a  H-  cos  p  +  cos  y). 

^          .                                                       3R^  -  P       „       P 
Par  suite,   cos  a  -4-  cos  p  +  cos  y  = — —  =  :>  —  —  » 

d'où  l'on  voit  que  si   P  et   S   sont  constants,  il  en  sera  de 
même  du  premier  membre. 

VII.  —  Dans  les  triangles  équipotentiels  et  équivalents,  l'angle 
de  Brocard  est  constant. 

En  effet,  l'angle  de  Brocard  est  défini  par  l'expression 

a^  -f-  6*  -4-  c* 
cotg  co  =  cot  g  A  4-  cotg  B  4-  cotg  G  = , 

p  ^ 

d'oîi  cotg  0)  =  —  > 

et  P   et  s   étant  constants,  il  en  sera  de  môme  de   w. 

VIII.  —  Si  plusieurs  triangles  restent  équipotentiels  et  équiva- 
lents, ceux  formés  par  les  coordonnées  normales  du  point  de  Lemoinc, 
relativement  aux  côtés,  seront  équipotentiels. 

En  appelant  Sa,  05,  Of,  lesdites  coordonnées,  on  sait  qu'on  a  : 
ôa  _  S/,  _  «^c  _  aSg  +  b%  +  ccç  _  2S 

Il  ~  1  ~  ~c  ~    a""  -^  b""  ^  c''    ~  a''  +  b'  +  c''  ' 

d'où  11+  Il  +  Il  ^   2P,  =  -T-^^— -. 

a^  +  0^  +  c 
S* 
et  finalement  Ps  =  —  • 

Si   S  et  P   sont  constants,  il  en  sera  de  même  de   Pj. 
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Remarques.  —  De  cette  dernière  égalité  on  conclut 

S  -  \/Ws; 

d'ovL  l'aire  du  triangle  ABC  est  une  moyenne  proportionnelle  entre 

les  puissances  P  et  Ps . 

2°  On  voit  aussi  que  les  coordonnées  normales  du  point 

^        oS        ^        6S  cS 

symedian  sont  Oa  =  —  »       St  =  —  >       ^c  =  -^' 

IX.  —  1°  Lorsque  plusieurs  triangles  sont  équipotentiels  et  inscrits 
dans  une  même  circonférence,  les  polaires  triiinéaires  de  leurs 
orthocentres  sont  tangentes  à  une  même  circonférence. 

Comme  la  perpendiculaire,  menée  du  centre  du  cercle 
circonscrit  à  la  polaire  trilinéaire  de  l'orthocentre  correspon- 

dant,  a  pour  expression    —= —  ,    il  est  clair  que  si   R 

est  constant,  elle  aura  une  longueur  constante.  La  proposition 
est  donc  vraie. 

X.  —  Si  un  triangle  se  déforme  en  restant  équipotentiel  et  équi- 
valent, le  triangle  podaire  du  point  de  Lemoine  sera  équivalent. 

En  effet,  étant  D,  E.  F  les  pieds  des  coordonnées  normales 
du  point  de  Lemoine,  et  S'  la  surface  du  triangle  podaire 
correspondant,  on  a 

c' _  ___!25L__  i2S»_3S» 

^  -(a«  4-  b^  +  c^r        ^'^        ^~^"P^' 
donc  si   P  et  S   sont  constants,  il  en  sera  de  même  de   S'. 

Remarque.  —  Comme  la  surface  du  triangle  pédal  relative 
aux  symédianes  (triangle  symédiau)  est 

.„       3S» 

nous  pourrons  dire  aussi  que  si  plusieurs  triangles  sont  équi- 
potentiels et  équivalents,  les  triangles  podaires  symédians  seront 
équivalents. 

On  voit,  eu  outre,  par  les  dernières  égalités,  que 

S'  =  S", 
relation  remarquable. 
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DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  ÉLÉMENTAIRE 

Par  M.  Raffalli,  professeur  au  lycée  du  Puy. 


Le  théorème  que  je  me  propose  d'établir  par  une  méthode 
simple  est  le  suivant  :  On  donne  un  angle  aob  et  un  point  s 
dans  son  plan  ;  on  mène  par  s  une  droite  variable  asb.  Démon- 
trer que 

vsa       sb/    sin  osb 
Traçons  aa' et  bb'  perpendiculaires  à  os.  La  relation  qu'il 
faut  établir  esl: 

const.  ; 


(-  +  4)     •   '    u  =  ^^"^^-  (*) 
\sa       sb/   sin  osb 


aa 


bb' 


or,  dans  le  trapèze  aa'  bb',  la  somme     — -,  +  -rr     6st  égale 

aa        bb 

I 
a    —  • 
sa 

Il  reste  à  démontrer  que  lorsque  ab  tourne  autour  de   s, 

la  droite  ba'  rencontre  la  perpendiculaire   sa.    à  50   en  un 

point  fixe  a. 

Je  considère  le  quadrilatère  aa'bo.  La  droite  ap  rencontre 

ses  côlés  en  six  points  en  invo- 

lution.  Dans   cette  involution  : 

1°    le  point    s    est  un   point 

double; 

2°    le  point    e    correspond  à 

l'oo.  C'est  doncle  centre  de  l'in- 

volution  ; 

3°    a  et  d  sont  homologues. 

Donc,  on  a  : 

es^  —  ea.ed. 

Donc  enfin  ea.  est  constant(**). 

(*)  Mannbeira,  Géométrie  cinématique,  page  26. 

(••)  Si  l'on  veut  ne  pas  invoquer  les  principes  de  l'involution,  on  peut 
établir  le  théorème  en  question  de  la  manière  suivante  : 
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loi 


SUR   LA   CONSTRUCTION    DU   FAISCEAU 


ax^  •+■  bxy 

Par  M.  Raflalli,  professeur  au  lycée  du  Puy. 


cy^  =^  o 


Il  est  facile  d'étendre  aux  axes  obliques,  comme  le  proposait 
M.  de  Longchamps,  la  deuxième  construction  que  j'ai  indi- 
quée dans  le  dernier  numéro  du  journal. 

Soient  M'  et  M"  les  points  où  le  faisceau  est  rencontré 
par  une  parallèle  aux   y;   par  exemple 

X  —  c. 
Les  ordonnées  de  M'  et  M"  seront  données  par  l'équation 
(1)  y^  —  by  -h  ac  =  o. 

Soit  0  l'origine  des  coordonnées.  Je  uais  délerminer  le  cercle 
OM'M  ".  Pour  cela ,  je  prends  l'équation  de  ce  cercle  sous  la  forme  : 
a;2  -1-  y2  4-  nxy  cos  0  —  rtix  —  ny  =  o. 
Je   fais   dans   cette    équation 
X  =  —  c.  L'équation  sur  y  sera 
("2)     y^  —  [n  -+-  2C  cos  6]  y 

-+-  c*  4-  me  =  o. 
Le  cercle  passera  en  M'  et  M" 
si  les  équations  (1)  et  (2)  sont 
identiques.  On  a  ainsi  : 
m  =  a  —  c. 
n  =  b  —  2C  cos  6. 
Construction.  —  Sur  Oa;  je  porte 
une  abscisse  OP    égale    à  —   c 

En  abaissant  de  s,  les  perpendiculaires  (non  figurées)  sh,  sh'  respecti- 
vement sur  sa,  sb,  on  a 

oa.sh  +  ob.sh'  =  oa.ob  sin aob. 

Or  oa.sh  ^=  so.aa',         ob.sh'  ^^  so.bb',    etc.. 

C'est  probable  ment  la  démonstration  directe  à  laquelle  M.  Mannbeim 
fait  allusion  dans  la  note  précédente. 

A  l'endroit  cité,  le  Ibcorème  en  question  est  simplement  ônoncé;  il  est 
accomria,i,'né  de  la  note  suivante  :  a  On  peut  voir  dans  ma  brochure  Trttns- 
formation  di'S  piopn<-tés  mélri'jnesdes  jUinres  à  l'aide  de  lu  théorie  des  polaires 
récipioques  (Mallet-Bachelier,  1807),  l'orij^ine  de  ce  lliéorôme,  ainsi  qu'une 
démonstration  directe,  et  dans  mon  Cours  de  Géométrie  descriptivr  (2"  édi- 
tion, p.  101),  une  autre  démonslral  ion  et  quelques  applications.  (Je  liiéorème, 
du  reste,  peut  être  très  utilemcut  employé;  j'en  ai  l'ail  beaucoup  usage 
dans  un  Mi-moiri-d'Opliiiue  géométrique  qui  se  trouve  ii  la  fin  de  ce  voluu?e.  » 

(')  M.  Bernés  nous  a  envoyé  cutle  généralisation,  pour  les  axes  obliques, 
de  la  construction  donnée  par  M.  Rallalli  pour  les  axes  rectangulaires. 


^x 
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et  je  mène  par  P  la  parallèle  A  à  Oy.  Je  porle  sur  Ox 
une  abscisse  OD  égale  à  a  —  c;  sur  Oy  une  ordonnée  OE 
égale  à  6  —  2  cos  0.  Le  cercle  ODE  coupera  A  en  M'  et  M", 
alors  OM'   et  OM"   sont  les  deux  droites  demandées. 

Pour  obtenir  OE  il  n'y  a  qu'à  prendre  l'abscisse  OP' 
double  de  OP  et  à  projeter  OP'  en  OQ  sur  l'axe  Oy.  A. 
parlir  de  Q,    on  porte  alors  le  segment   QE   égal  à   b. 

Nota.  —  La  construction  est  identique,  au  fond,  aux  deux  constructions 
déjà  indiquées.  Pour  le  cas  des  axes  obliques,  ce  dernier  énoncé  est 
plus  court. 


SUR  LES  COMMENCEMENTS  DE  LA  GÉOMÉTRIE 

par  M.  Raffalli. 


Les  réflexions  dont  M.  de  Longchamps  a  fait  suivre  son 
article  bibliographique  sur  la  géométrie  de  M.  Rouché  ont 
déjà  motivé  des  lettres  de  MM.  Poulain  et  Aubry  et  en  occa- 
sionneront probablement  d'autres.  L'année  même  de  sa  fon- 
dation, ce  Journal  a  d'ailleurs  publié,  à  ce  sujet,  des  articles 
sous  les  signatures  autorisées  de  MM.  Bourget  et  Houel  (*). 
Je  ne  songe  pas  à  prendre  parti  dans  la  question.  Je  veux 
simplement  me  placer  au  point  de  vue  de  l'enseignement  de 
la  géométrie  en  quatrième  classique  et  quatrième  moderne. 
Le  but  me  paraît  être  celui  dont  parle  en  premier  lieu 
M.  Aubry  :  «  aviver  les  facultés  intellectuelles  et  exercer  à  rai- 
sonner juste  ».  C'était  d'ailleurs  l'avis  de  Platon.  La  méthode 
devrait  être  autaut  que  possible  celle  que  semble  préférer 
M.  Aubry  et  qui  consiste  à  se  servir  uniquement  de  ce  principe  : 
une  figure  reste  identique  à  elle-même  quand  on  la  transporte  dans 
l'espace.  Il  faut  donc  employer  la  méthode  de  superposition. 

En  conséquence,  voici  ce  que  nous  proposons.  En  acceptant 
les  préliminaires,  tels  qu'ils  sont  établis  dans  la  géométrie  do 
M.  Rouché,  ainsi  que  les  définitions  des  figures  égales  et  des 
mots:  pe/yendiculaire,  bissectrice,  somme  d'angles,  etc..  on 
continuerait  comme  il  suit. 

(*)  A  la  pat^e  17,  M.  Bourget  y  proposait  une  démonstration  absolument 
insuffisante  pour  le  troisième  cas  d'égalité  des  triangles. 
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1.  Définition.  —  On  appelle  ligne  droite  une  ligne  telle  que  si 
deux  droites  ont  deux  points  communs,  elles  coïncident  dans  toute 
leur  étendue. 

Il  se  peut  (jue  la  définition  ne  soit  pas  complète  et  qu'elle 
ne  le  devienne  qu'après  le  postulatum  d'Euclide.  Mais  l'im- 
portant est  de  ne  se  servir  dans  les  démonstrations  que  de  la 
propriété  que  je  prends  comme  définition. 

2.  Postulat.  —  La  portion  de  droite  comprise  entre  deux  points 
A  e/  B  admet  un  milieu;  autrement  dit,  il  existe  entre  A  e/  B 
un  point  G  tel  qu'on  puisse  faille  coïncider  AG  et  GB. 

Les  élèves  ne  manquent  pas  là-dessus  do  se  récrier  et  de 
dire  «  c'est  évident  ».  On  est  bien  forcé  de  leur  répondre  que 
ce  mot-là  n'a  pas  de  sens  en  géométrie.  On  ne  conçoit  pas  une 
droite  autrement,  mais  enfin  la  propriété  indiquée  par  le  pos- 
tulat ne  résulte  pas  forcément  de  la  définition. 

Quant  à  ce  mot  de  postulat,  il  me  paraît  utile  de  l'intro- 
duire pour  le  distinguer  des  axiomes  communs  comme:  Deux 
quantités  égales  à  une  troisième,  etc. 

Au  point  de  vue  de  l'enseignement,  le  postulat  a  l'avantage 
de  mettre  tout  de  suite  les  élèves  en  face  de  la  méthode  géo- 
métrique. Il  ne  s'agit  pas  de  savoir  si  une  vérité  apparait 
comme  évidente,  mais  de  savoir  si  elle  résulte  des  définitions 
déjà  posées  ou  des  théorèmes  déjà  démontré?. 

3.  Théorème.  —  Un  angle  admet  toujours  une  bissectrice. 
Soit  un  angle  xOy{*).  Je  prends  sur  ses  côtés  deux  longueurs 

égales  OA  et  OB.  Soit  I  le  milieu  de   AB.  Je  dis  que   01 
est  la  hissectrice  demandée. 

En  effet,  je  retourne  l'angle  et  je  place  OA  sur  OB.  J'en 
ai  !e  droit  d'après  1.  Gomme  l'angle  est  resté  identique  à 
lui-même,  OB  vient  alors  sur  OA  et  AB  sur  BA  d'après  1. 
Donc,  AI  vient  sur  BI,  AOI  sur  BOI.  Donc,  d'après  la  défi- 
nition, AOI  =  BOL  c.  Q.  F.  D. 

4.  —  En  un  point  0  d'une  droite  AB  on  peut  lui  mener 
une  perpendiculaire. 

(•)  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  ligure. 
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En  efTet,  je  place  un  môme  angle   en  BOG  et  AOD   et  je 
mène  la  bissectrice  OE  de  GOD,  Alors 
DOE  =  C'OE 
DOA  =  BOA 
d'où  l'on  conclut  EOA  ^  EOB. 

Nota.  —  Gette  démonstration  a  au  moins  l'avantage  d'être 
tirée  de  la  première  définition  et  du  premier  postulat,  La 
démonstration  classique  est  un  véritable  postulat.  Dans  le 
cours  de  logique  de  M.  Rabier,  dont  la  méthodologie  scienti- 
fique me  paraît  magistrale,  l'idée  de  perpendiculaire  est 
donnée,  avec  raison,  comme  un  nouvel  axiome. 

5.  —  A  partir  de  là  on  continuerait  comme  dans  le  livre 
de  M.  Rouché... 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Aug^.  Boutin. 


426.  —  Le  produit  : 

(x  4-  ()(x  +  2)(x  +  3)...  (x  +  n) 
étant  développé  sous  la  forme  : 

X"  +  Ax"-i  4-  Bx"--  +  Gx"-3  +  Dx"--*  +  ... 

Ou  trouve  pour  les  premiers  coetficients  : 

nin  -\- 1  ) 
A  =  — ^ ) 

2 

«(>i'-i)l3n+2) 

24 

n\n  +  ^f{n—  i)(n  — 2I 

^  = ^8 

M(„2_i)[n  — 2)(n—  3)(i5n-^+  iS»^—  10»  —  S) 
5760 
Ce  sont  les  sommes  des  produits  obtenus  en  prenant  pour  facteurs  les 
n   premiers  nombres  entiers,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  quatre  à  quatre 
et  cinq  à  cinq,  de  toutes  les  manières  possibles,  sans  répétition. 

427.  —  Développement  de  (x  +  x'»  +  x»  4-  x*  +  x^  +  x^Jp  . 
Ce  développement  est  un  polynôme  entier  en  x,  le  terme  de  degré  le 

plus  faible  est  x^  ,  et  toutes  les  puissances  successives  de  x  sont  repré- 
sentées jusqu'à  x*"^.   Ce  développement  étant  ordonné  par  rapport  aux 
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puissances  croissantes  de  x,  est  tel  que  les  termes  extrêmes  et  les 
termes  à  égale  distance  des  extrêmes  ont  leurs  coeiïïcients  égaux  chacun 
à  chacun;  il  suffit  donc  de  connaître  la  moitié  des  coefficients,  ou  cette 
moitié  plus  un,  suivant  que  le  nombre  des  termes  du  développement  est 
pair  ou  impair. 

Le  tableau  ci-dessous  comprend,  dans  leur  ordre,  les  premiers  coeffi- 
cients (jusqu'à  celui  du  milieu  compris,  si  le  nombre  des  termes  est 
impair,  ce  qui  a  lieu  lorsque  p   est  pair). 
pz=  2        I,  2,  3,  4,  5,  6. 

p  =:   S  I,  3,  Ô,   10,    I  5,  2  I,  2  5,  27. 

/)  =r  4        I,  4,  10,  20,  35,  56,  80,  104,  125,  140,  146. 

p  =  5        1,5,  i5,  35,  70,  126,  2o5,  3o5,  420,  540,  65i,  735,  780. 

p  =  6        1,6,  21,  56,  126,  252,456,  756,  1 161,  1666,  2247,  2856,  343i, 

3go6,  4221,  4332. 
p  =  7        I,    7,   28,  84,  210,  462,  917,   1667,  2807,  4417»  6538,  oi4i, 
121 17,  15267,  18327,  20993,  22967,  24017. 

Le  polynôme  (a;  +  œ*  +  o^  4-  œ*  -}-  a;^  +  x^f  est  tel  que  le  coefficient 
de  x"  dans  son  développement  est  le  nombre  de  manières  dont  on  peut 
amener  le  point  n  avec  p   dés  à  jouer. 

Le  tableau  précédent  donne  donc  toutes  les  solutions  jusqu'à  7  dés. 
Ainsi,  si  on  demande  de  combien  de  manières  on  peut  amener  le  point 
20  avec  6  dés,  on  trouve  pour  coefficient  de  x-",  4221  ;  ce  qui  est  la  réponse. 


ECOLE  NAVALE 

(Concours  de  1896) 


1"  Algèbre. 

1"  Étude  de  la  fonction  r/^. 

2°  On  donne  un  triangle  rectangle  isoscèle  ABC  dont  l'hypoténuse  BC 
est  égale  à  2((  et  les  deux  cercles  ayant  pour  centres  les  deux  sommets 
13  et  C  et  pour 
rayons  les  deux 
côtés  de  l'angle 
droit  du  triangle 
rectangle. Trouver 
sur  BC  un  point 
X(0X  =  J)  tel  que 
si  l'on  joint  AX, 
et  si  l'on  appelle 
D  et  D'  les  points 

où  celte  droite  coupe  les  cercles,  E  et  E'  les  projections  de  D  et  D' 
.sur  BC,  la  surface  du  trapèze  EDD'E'  soit  égale  à  m*.  Généraliser  le 
problème  suivant  les  diverses  positions  du  point  X  sur  BC. 

2°  Arithmétique. 

Avec  quelle  approximation  pourra-t-on  ol)lenir  l'aire  totale  d'un  tronc 
de  cône  dont  les  dimensions:  R  =  n"',64,  f  =  6'",85,  «  =  13°',23,  sont 
connues  à  moins  de  0",01  ? 
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3^  Géométrie. 

1°  Lieu  dans  l'espace  des  points  à  égales  distances  de  deux  droites  qui  se 
coupent. 

2°  Décrire  une  sphère  tangente  aux  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche  ABCD.  Combien  le  problème  admet-il  en  général  de  solutions? 
A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  côtés  de  ce  quadrilatère  pour 
que  toutes  les  sphères  tangentes  a  trois  des  côtés  soient  tangentes  au 
quatrième  ? 

4""  Géométrie  analytique. 

Oo;  et  Orj  étant  deux  axes  rectangulaires,  on  considère  toutes  les  hyper- 
boles e'quilalères  tangentes  en  O  à  l'axe  des  y  et  dont  l'un  des  axes  passe 
par  un  point  fixe  A  de  l'axe  des  x. 

1°  Trouver  le  lieu  des  centres  et  le  lieu  des 
foyers  de  ces  hyperboles  :  distinguer  sur  le  lieu 
des  foyers  les  points  qui  correspondent  aux  foyers 
se  trouvant  sur  l'axe  passant  par  A  des  points  se 
trouvant  sur  l'axe  perpendiculaire. 

2"  Lieu  des  sommets;  le  construire  en  coordon- 
nées polaires. 
Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  de  ces 
hyperboles  :  distinguer  les  régions  du  plan  qui  correspondent  à  des 
hyperboles  réelles.  On  prendra  comme  paramètre  variable  l'angle  9  que 
fait  l'axe  des  hyperboles  passant  par  A  avec  Taxe  des  x  et  l'on  posera 
OA  =  —  a. 


BACCALAUREATS 

(JUILLET  1895) 


Académie  d'Aix  (Faculté  de  Marseille). 

l"  Déterminer  par  son  sinus  l'angle  dièdre  de  deux  faces  adjacentes  dans 
un  tétraèdre  régulier. 
2°  Étant  données  les  relations  (*) 

tg  6  =  sin  c  tg  B, 
tg  c  =  sin  b  tg  G, 
démontrer  que  l'on  a  aussi 

sin  B  cos  c  =  cos  C. 
Quel  est  le  minimum  du  périmètre  d'un  trapèze  isoscèle  dont  les  angles 
sont  égaux  à  45°  et  dont  l'aire  est  constante? 

Dans  un  cercle  on  sait  que  les  côtés  de  deux  polygones  réguliers  sont 
2a  et  2b.  Le  premier  polygone  a  deux  fois  plus  de  côtés  que  le  second. 
Déterminer  le  rayon  du  cercle.  —  Discussion,  —  Construction.  —  Dans 

(*)  Cet  énoncé,  emprunté  à  la  trigonométrie  sphérique,  est  soumis,  je 
crois,  à  une  restriction  qui  aurait  dû  être  indiquée.  Il  faut  supposer,  comme 
on  le  fait  dans  la  géométrie  sphérique,  que  B  est  compris  entre  0  et  irf  et 
que  c,  C  sont  de  même  nature.  G.  L. 
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quels  cas  les  polygones  sont-ils  convexes  ou  étoiles?  (On  supposera,  pour 
le  fixer,  qu'on  ait  déterminé  l'angle  du  centre  du  polygone  de  cOté  2a.) 

Soliilioti.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  C  en  ligne  droite  ;  le  point  B  est 
placé  entre  le  point  A  et  le  point  C.  La  distance  AB  est  égale  à  10  mètres 
et  la  distance  BG  est  égale  à  20  mètres. 

Par  le  point  B  on  mène  une  droite  BD  faisant  avec  BC  un  angle  de 60°; 
du  point  G  on  abaisse  une  perpendiculaire  GD  sur  la  droite  BD  et  l'on 
joint  AD  : 

1°  Trouver  en  mètres  carrés  la  surface  du  triangle  ADG. 

2°  On  applique  sur  le  point  D,  dans  le  prolongement  de  BD,  une  force  R 
qui  est  égale  à  1000  kilogrammes;  quelles  forces  P(J  faut-il  appliquer 
suivant  DA  et  DG  pour  faire  équilibre  à  R? 

Académie  d'Alger. 

1.  Questions  au  choix  :  1°  Doux  cordons  AP  et  MP  ayant  chacun  une 
longueur  de  1  mètre  portent  un  poids  P  de  10  kilogrammes.  Le  point 
d'attache  A  étant  fixe,  quelle  position  peut-on  donner  au  point  M  sur 
l'horizontale  AX  pour  que  les  cordons  puissent  supporter,  sans  se  rompre, 
le  poids  de  10  kilogrammes,  sachant  qu'ils  ne  peuvent  résister  à  une  ten- 
sion supéiieure  à  3o  kilogrammes.  On  prendra  pour  inconnue  l'angle 
PAM  =  ce.  Get  angle  une  fois  déterminé  permettra  d'obtenir  AM. 

2""  Deux  cordons  verticaux  HA  et  KB  supportent  une  barre  homogène  AB 
d'une  longueur  de  i  mètre  et  d'un  poids  de  2  kilogrammes.  Sachant  qu'ils 
ne  peuvent  résister  à  une  tension  supérieure  à  10  kilogrammes,  on 
demande  en  quels  points  M  de  la  barre  AB  on  peut  suspendre  un  poids 
de  12  kilogrammes  sans  qu'il  y  ait  rupture  de  l'un  des  cordons. 

3°  Le  long  d'un  plan  incliné  AB  faisant  3o'  avec  l'horizon  se  meut  un 
fardeau  de  100  kilogrammes  tiré  par  un  cordon  s'enroulant  sur  un  treuil. 

Sur  un  deuxième  plan  incliné  à  45°  peut  se  mouvoir  un  fardeau  tiré  par 
un  cordon  tangent  à  la  roue  du  treuil.  Le  rayon  du  treuil  étant  de  o^jio, 
celui  de  la  roue  étant  de  o'",40,  on  demande  le  poids  x  qui  fera  équilibre 
au  poids  de  100  kilogrammes  placé  sur  le  premier  plan  incliné. 

Problème.  —  Ou  donne  une  demi-circonférence  .1  décrite  sur  AB  comme 
diamètre  et  la  droite  BH  tangente  en  B.  Trouver  sur  A  un  poiut  M  tel 
qu'on  abaissant  MH  perpendiculaire  sur  BH,  on  ait  AM  4-  Mil  =  m;  m 
étant  une  longueur  donnée.  Trouver  le  maximum  de  m. 

Académie  de  Clermont. 

Questions  au  choix.  —  1»  Lieu  géométrique  des  points  dont  le  rapport 
des  distances  à  deux  points  fixes  est  constant.  Réciproque. 

2°  Lieu  géométrique  des  points  dont  la  dillérence  des  carrés  des  dis- 
tances à  deux  points  fixes  est  constante. 

3°  Indiquer  et  d>hnontrer  la  relation  qui  existe  entre  le  carré  d'une 
corde  perpendiculaire  à  l'axe  d'une  parabole  et  la  distance  de  cette  corde 
au  sommet  de  la  parabole. 

Problème.  —  Deux  cercles  de  centre  B  et  G  se  coupent  en  A;  l'angle 
BAG  est  droit.  Ou  mène  une  tangente  commune  qui  touche  les  cercles 
en  M  et  N.  Calculer  les  rayons  de  ces  cercles  connaissant  la  tangente 
commune  MN  et  la  somme  des  diagonales  du  trapèze  BGMN.  —  Dis- 
cussion. 
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SUR  LA  QUESTION  7  (*) 

Par  M.  Bernés. 


On  peut  observer  d'abord  que  la  condition  de  concours 
de  AAj,  BBj,  GCi ,  Scotga  =  S  cotgA,  exprime  que  les 
trois  triangles  AjBG,  BiGA,  GjAB  ont  même  angle  de  Bro- 
card 6  que  ABG,  et  qu'ainsi  on  est  rameué  à  une  question 
connue. 

La  propriété  principale  des  trois  cercles,  lieux  de  Aj,  Bj, 

Gj,    est  qu'ils  sont   les   Iransfoi^més  par  inversion  symélrirjuc, 

relativement  à  A,  B,  G  d'une  même  droite,  la  droite  de  Lemoine  (**). 

v~^  ce 
Gelle-ci  étant  ^  -  =  o,  les  équations  des  trois  cercles  sont 

^"^y^  =  ^  (%  +  C3),        ^ayz  =  l—  (cz  +  ax), 

^ay^  =  -^  («-ï  +  ày). 

Les  centres  w,  co',  co"  sont  situés  sur  les  médiatrices  à  des 

distances  -  cotg6,   -  cotgO,  -  cotgô   de    BG,  GA,   AB.    Les 

rayons  Aco,  Bw',  Geo"  concourent  au  point  de  Tarry.  Les  lon- 

gueurs   p,  0,  û    des   rayons  sont  données   par    -  =  ^  =  — 


\/a^  4-6*  +  c*  —  b"c"  —  c-a-  —  a^b^        i 


=  -  y/cotg'^  G  —  3.  Si 
4b  2 

A',  B',  G'  désignent  les  symétriques  de  A,  B,  G,  relativement 

aux  milieux  de   Bû,  GA,  AB,    A'  est  le  centre  radical  des 

trois  cercles     w',  co",     ABG;     B'     celui   des   cercles    o/,  co, 

ABC,  etc.  Enfin,  le  centre  radical  de  co,  co',  co"  est  le  réciproque, 

relativement  au  triangle    Â'B'G',    du  point  de  Lemoine  de  ce 

triangle. 

Une  propriété  remarquable  de   la  droite  de  Lemoine  est 

(•)  Voyez  p.  68. 

(**)  M  et  M'  sont  dits  symétriquement  inverses  relativement  à  A,  si 
l'un  M'  est  le  symétrique  relativement  à  la  bissectrice  de  l'angle  A  du 
point  N  inverse  de  M  par  rapport  au  pôle  A ,  la  puissance  d'inversion 
étant  bc.  Ils  sont  définis  par  l'équipollence    AM.AM'  ^  AB.AG. 
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également  mise  en  évidence  :  les  points  de  cette  droite  peuvent 
se  grouper  trois  par  trois,  de  façon  que  les  triamjles  podaires  des 
tJ'ois  points  de  chaque  groupe  soient  directement  semblables,  les 
sommets  homologues  étant  sur  BG,  GA,  AB.  L'un  quelconque  de 
ces  groupes  G,  Gi ,  Gj  s'obtient  en  coupant  la  droite  de  Lemoine 
par  les  trois  droites  AL,  BL,  CL  qui  joignent  A,  B,  G  à  un 
point  arbitraire  de  la  circonférence  ABG,  De  plus,  de  même 
que  GA,  GjB,  GjG  concourent  en  L  sur  celte  circonférence,  GB, 
G^G,  GjA.  concourent  sur  la  même  circonférence  en  M  et  GC, 
G^Â,  GjB  en  N,  déterminant  ainsi  un  triangle  LMN  sem- 
blable aux  trois  podaires.  Le  groupe  formé  par  les  centres  des 
trois  cercles  d'Apollonius  est  un  cas  particulier. 

Un  autre  cas  particulier  est  celui  où  l'un  des  points  G  est 
à  l'infini.  Les  deux  autres  sont  alors  chacun  en  ligne  droite 
avec  le  centre  0  du  cercle  ABG  et  l'un  des  points  de  Brocard. 
Leurs  podaires  sont  égaux  et  inversenient  semblables  à  ABG. 


SUR  LA  QUESTION  393 


Celte  question  était  ainsi  énoncée  : 

1°  Soient  BÂ,  AC,  deux  côtés  consécutifs  quelconques  d'un 
polygone  régulier  convexe  ou  étoile.  Trouver  deux  polygones  régu- 
liers, convexes  ou  étoiles,  de  côtés  égaux  à  AB,  et  tels  que  le^  (rois 
polygones  groupés  autour  du  point  A  recouvrent  exactement  la 
portion  voisine  de  ce  point,  sans  vide  ni  empiétement. 

2°  Laissant  de  côté  le  cas  où,  les  trois  polygones  seraient  convexes, 
on  reproduira  la  même  disposition  à  chaque  sommet  des  trois  poly- 
gones :  on  obtiendra  ainsi  de  nouveaux  polygones  dont  on  complé- 
tera l'assemblage,  à  chaque  sommet,  par  l'adjonction  de  nouveaux 
polygones  ;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  sans  s  inquiéter  de  savoir 
si  les  poly/nnes  se  recouvrent  partiellement  ou  non.  On  propose  de 
chercher  dans  quel  cas  l'opération  s'arrêtera;  c'est-à-dire,  dans 
quels  cas  un  des  polygones  ainsi  obtenus  à  un  moment  déterminé 
recouvrira  le  polygone  primitif.  Li  condition  doit  être  la  suivante  : 
tous  les  sommets  des  polygones  construits,  au  moment  où  l'opéra- 
lion  s'arrête  d'elle-même,  doivent  pouvoir  être  considérés  comme 
ceux  d'un  réseau  de  polygones  réguliers  convexes  recouvrant 
exactement  le  pla)i,  sans  vide  ni  duplicature.     (Lucien  Lévy.) 
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NOTE 

A  propos  de  la  question  393,  dont  l'énoncé  est  reproduit 
ci-dessus,  M.  L.  Lévy,  qui  l'avait  proposée,  nous  adresse  la 
note  suivante.  Cette  lettre,  sans  résoudre  complètement  la 
question,  donne  tous  les  renseignements  qui  s'y  rattachent. 
Elle  pourra  peut-être  provoquer  d'autres  recherches  sur  un 
point  intéressant  et  difficile  de  la  géométrie  élémentaire. 

«  J'ai  démontré  (tome  III,  8'^  série,  page  46  du  Bulletin  de  la 
Société philomathîque)  qu'on  ne  pouvait  faire  un  pavage  en  entre- 
mêlant des  polygones  réguliers  convexes  et  des  polygones 
étoiles  et  j'ai  donné  incidemment  la  formule 

(p  —  i)N  =  n. 
où   n  désigne  le  nombre  de  côtés  du  polygone  étoile  d'espèce 
^  et  N  le  nombre  des  côtés  du  polygone  convexe  adjacent. 

Avec  ce  qui  se  trouve  indiqué  dans  beaucoup  d'ouvrages  de 
géométrie  élémentaire  com.me  exercices  sur  les  polygones 
réguliers,  cela  peut  constituer  une  réponse  a  la  première 
partie  de  ma  question  393.  Je  ferai  cependant  observer  que 
ma  question  pose  le  problème  d'une  manière  précise,  tandis 
que  tous  les  traités  de  géométrie  (quand  ils  parlent  de  pavages) 
énoncent,  en  se  reproduisant  l'un  l'autre,  un  théorème  faux 
que  voici  :  on  peut  exécuter  un  pavage  en  employant  simultanément 
des  décagones  et  des  pentagones  réguliers  de  même  côté.  Le  théo- 
rème est  faux  en  ce  sens  qu'on  peut  bien  entourer  un  point 
avec  deux  pentagones  et  un  décagone,  ce  qui  est  une  des  solu- 
tions de  mon  §  1°,  mais  qu'on  ne  peut  reproduire  la  même 
disposition  aux  cinq  sommets  du  pentagone  régulier,  ni,  par 
conséquent  constituer  un  pavage. 

Quant  à  la  deuxième  partie  de  la  question  393,  je  vous 
l'avais  envoyée  sous  forme  dubitative;  elle  relève  plutôt  du 
domaine  de  V Intermédiaire  des  Mathématiciens;  mais  ce  dernier 
n'était  pas  né  en  1891.  Autant  que  mes  souvenirs  peuvent  me 
servir,  on  trouvera  une  partie  de  la  réponse  dans  un  mémoire 
de  M.  Badoureau  (tome  XLIX  du  Journal  de  l'École  polytechnique), 
mais  M.  Badoureau  a  l'air  de  considérer  comme  évident  le 
théorème  dont  ma  question  demandait  la  démonstration.  » 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉI.ÉMENTAIUES  101 

QUESTION  279 

Solution,  par  M.  A.  Boutin. 


Si  A  H-  B  +  C  =  TT,   démontre?'  que  Von  a: 
1"  "Lcos  3Aco5(B  -  G)  -f-  4  cos{k  -  B)cos(B  -  G)cos(G  -  A)  =  o. 
2°  S  cos'  A  co5(B  -  G)  +  cos[k  -  B)cos(B  -  G)co.s(G  -  A) 

—  3co5  A  cos  R  cosG  —1  =  0. 
û°  S  cas  3 A  cos^  (B  -  G)  +  3  cos(A  -  B)cos(B  -  G)co5(G  -  A) 

-4-   3  C05  A  COS  B  C05  G  +    I    =0. 

,   ^  ■  ..   ■  ,r.     ,..       ,  .  A  .  B  .  G     .  A-B  .  B-G  .  G-A 

4°  lé  siii*Asiu(d  — G)  +  10  siD— sin— sin— •  siu siii sm 

222  2  2  2 


X 


.A.B.G  A-B      B-G      C-A" 

SIU—  SlD  —  Slll  —    4-  COS  COS COS 

2         2         2  2  2  2 


O. 


;j°  tg^ktg''Btg''G-tg^A-tg^B-tg^C  =  2  +  2  séc  A  sec  B  séc  G. 

G 


..    /  M  /  B\  /  G\  A      B 

00  ^,^tg-^[r  +  tg-J(^:  +  tg-)  =2  +  2  ^^  - /^- /^ 

H    /  A\/  B\/  G\  A       B 

7"       I  -h  COS—        I  +  C05—    (  I  +COS—     —2-\-  2C0S  —  COS  —  i 

\  4/\  4A  4/  4       4 

o  /  ^  M  /  B  B\  /  G  G\ 

8"(  2+  <r/— 4-C05—  l(  24-^^— -t-COi  — j  f  2-|-f(;— 4-COS  — j 

/  A      B      G  A       B       C\ 

—  4.[2+tq—  tg  —  tg  — hcos  —  cos  —  cos  —  ) 
\  444  444/ 


A      B      G  A       B       Gn 

—  cos  —  cos  — 

4       4       4> 
(E.  Gelin.) 

Nous  avons  reproduit  toutes  ces  formules  telles  qu'elles  ont 
été  données  quand  cette  question  a  été  posée;  quelques-unes 
sont  inexactes  et  ont  dû  être  rectifiées  (*). 
1"  Le  second  membre  doit  être 

=  I,     et  non     =  o. 
On  a  cos  3A  =  4  cos'  A  —  3  cos  A, 

d'où,  pour  le  premier  membre  de  l'égalité  donnée. 
42  cos' A  co8(B  -  G)  +  4  cos(A  -  B)cos(B  -  G)cos(G  -  A) 

—  3L  cos  A  cos(B  —  G), 

(*)  Plusieurs  de  ces  rcclifications  ont  été  faites.  Voir  J.  E.,  1888,  120  et 
1889,  24.  {G.  L.) 
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OÙ,  en  tenant  compte  de  la  formule  2°  (démontrée  plus  loin) 

3 
12  cos  A  cosB  cosC  +  4  H —  2]  cos(B  +  G)co8(B  —  G) 

=  1 2  cos  A.  cos  B  cos  G  +  4  +  3  ]S  cos  2A, 
mais  une  formule  connue  donne 

S  cos  2A  =  —  I  —  4  cos  A  cos  B  cos  G  ; 
donc  le  premier  membre  de  l'égalité  à  démontrer  se  réduit 
bien  à  l'unité. 

2°  On  peut  remarquer  que  si 

a  +  b  -h  c  =  o, 
4  cos  a  cos  b  cos  c  —  i  =  2  cos  2a; 
donc 

cos  (A  -  B)  cos  (B- G)  cos  (G-  A)  =  -  +  -2cos2(A  -  B). 

4       4 
L'identité  à  démontrer  peut  donc  s'écrire  successivement  : 

-  S  cos^  A  cos(B  +  G)cos(B  -  G)  -h  -  +  -  S  cos  2(A  -  B) 

4       4 
—  3  cos  A  cos  B  cos  G  —  i  =  o. 

I  3 

S(i  +  cos2A)(cos2B  +  cos  2G) 3  cos  A  cos  B  cos  G 

4  4 

H —  2  COS  2  (A  —  B)  =  o. 

4 

I  I  3 

2  COS  2  A 2  COS  2  A  cos  2B 3  cos  A  cos  B  cos  G 

22  4 

H —  S  cos  2A  cos  2B  +  —  L  siu  2A  sin  2B  =  o 

4  4 

I  I  3 

£  cos  2A 2  cos  2A 3  cos  A  cos  B  cos  G  =  o. 

244 

S  cos  2A  4-  I  4-  4  cos  A  cos  B  cos  G  =  o, 

formule  bien  connue. 

3°  Gette  formule  doit  être  remplacée  par  la  suivante  : 

S  cos  3  A  cos^  (B  —  C)  -»-  3  cos  (A  -  B)cos(B  -  G)  cos  (G  -  A) 

=  cos  3A  cos  3B  cos  3G  +  i . 

^      ^,       cos3(B-G)  +  3cos(B-G) 

On  a     cos3(B-G    = !^ '' 

4^  . 

et  le  premier  membre  de  la  formule  à  démontrer  devient 

-  S  cos  3A  cos  3  (B  -  G)  +  -  S  cos  3A  cos  (B  -  G) 
4  4 

+  3  cos(A  -  B)  cos  (B  -  G)  cos  (G  -  A)  ; 
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et  tenant  compte  pour  la  seconde  somme  delà  formule  du  1°  : 

-  i  S  cos  3  (B  +  Cj  ces  3  (B  -  G)  +  - 
4  4 

I  3       3        I 

=  —  -  S  (cos  6A  +  ces  6B)  h —  = S  cos  6A. 

8  4       4       4 

D'ailleurs 

2  cos  6A  =  —  I  —  4  cos  3 A  cos  3B  cos  3G; 
donc  le  premier  membre  devient  : 

-  H h  cos  3A  cos  3B  cos  3G  —  i  +  cos  3â  cos  3B  cos  3G. 

4       4 

4°  Gette  formule  est  exacte  dans  des  hypothèses  particu- 
lières, par  exemple  A  =  o,  ou  A  =  B,  ou  A  =  go",  B  =  oc'*» 
G  =  3o°.  Il  reste  à  voir  si  elle  est  vraie  dans  le  cas  général  (*). 

5°  On  a    tg  A  tg  B  tg  G  =  tg  A  +  tg  B  +  tg  cf 

d'où  pour  le  premier  membre  de  l'identité  à  vérifier  : 

_,       .        _        22  sin  A  sin  B  cos  G 

2l  tg  A  tg  B  = -- 

^       °  cos  A  cos  B  cos  G 

_  2  cos  A  cos  B  cos  G  —  2  cos  (A  +  B  -+-  G) 

cos  A  cos  B  cos  G 

=  2  +  2  séc  A  séc  B  séc  G. 
6°  On  a  : 

A  A       B       G 

I  _  s  tg  -  tg  - 
4       4 

v^x   A  A.^    B      G  ^^    A^    B 

(1)        2tg--tg-tg-tg-  =  I  -Stg-tg-. 

4  4       4      4  4       4 

L'identité  proposée  revient  à  : 

^,    A       ^^    A,    B       ^    A,    B      G 

I  -f-  Stg-  4-Stg-tg-  +  tg-tg-lg-, 

'  '      '  ^      ^      ^  A      B      G 

=   24-2  tg--tg--tg--, 

4      4      4 
^A^AB  ABG 

ou  2  tg--f- Stg-tg- =  I  +  tg--tg-tg- 

4  4      4  4       4       4 

qui  est  l'identité  (1). 

(*)J'ai  reçu,  Irop  lard  pour  la  faire  paraître  dans  ce  numéro,  la  solution, 
par  M.  Brontin,  de  ce  paiagraphe;  elle  sera  prochainemeut  publiée. 

G.  L. 
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7**  Cette  formule  est  inexacte;  elle  devient  exacte  si  on  rem- 
place tous  les  cosinus  par  des  colangentes  (*). 

Pour  la  vérifier  alors,  il  suffit  de  remplacer  dans  l'identité 
qui  fait  l'objet  de  l'exercice  précédent, 

tg-,par -;      tg-,   par -;      tg -,  par -; 

cotg  —  cotg  —  cotg  — 

4    ^  4  4 

et  de  chasser  les  dénominateurs. 

8°  Cette   formule  inexacte  cesse   de  l'être  si  on  remplace, 
comme  dans  la  précédente,  les  cosinus  qui  y  figurent  par  des 
cotangentes(*). 
On  a  alors 

A  ^A  A  AAA 

2   +  tg h  cotg  —  =    I   +  tg 1-   COlg *-   tg  —  cotg  — 

4  4  4  4  4  4 

.    A\  /  ,     AN 


tg-)  fi  +cotg-) 

4/    V  4/ 


Transformant  de  même  les  deux  autres  facteurs,  le  premier 
membre  de  la  formule  à  démontrer  devient  le  produit  des  pre- 
miers membres  des  formules  6°  et  7°;  on  constate  alors  aisé- 
ment que  le  second  membre  de  8''  est  aussi  le  produit  des 
seconds  membres  de  6*  et  7", 


QUESTION  394 

Solution  par  M.  E.  Lemoine. 


Soient  F,  Fa,  Fb,  Fc  les  quatre  points  de  contact  du  cercle  de 
Feuerbach  avec  le  cercle  inscrit  et  les  cercles  ex-inscrits  à  un 
triangle  ABC;  on  sait  que  les  tangetites  en  ces  points  touchent  l'el- 
lipse d'aire  maxima  inscrite  au  triangle;  soient  F',  Fa,  Y[,  \\,  les 
points  de  contact.  Démo?it7'er  les  formules 

i_   (h  -  c)  (c  -  a)  (a  -  b)_     i    (b-c)(c-a)(a-b) 
2    a'^-t-ô^-f-c^  —  bc  — ca  — ab~     2  p''  —  3rS 

-  _  (b  -  c)  (c  -  a)  (a  -  b) 
~  '     S  (b  -  cy 

(*)  Ou  voit  par  celle  remarque  que  les  erreurs  sigualées  ici  el  qui  ont 
arrôlé  si  longtemps  la  solution  de  cette  question  étaient  des  erreurs 
typographiques.  /G.  L./ 


FF'  =- 
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,_     I    (b  -  c)  (c  4-  a)  (a  +  b)_     i    (b-c)(c4-a)(a+b) 
"  ""     2  'a'^-f-b'-i-c''  — bc  +  ac  +  ab"     2     (p  —  af  +  SvaOa 

où  0  =   4R    -+-   r,  ^a  =  4R    —   Ta. 

(E.  Leraoine.) 

J'ai  souvent  attiré  dans  ce  journal,  ù  propos  do  diverses 
questions,  l'attention,  sur  l'utilité  de  l'emploi,  d'une  part, 
de  formules  symétriques  entre  les  éléments  d'un  triangle, 
formules  dont  j'ai  donné  un  très  grand  nombre  {Matliesis, 
1892,  p.  81-92),  et,  d'autre  part,  de  la  transformation  conti- 
nue; par  leur  moyen,  je  vais  démontrer  la  question  proposée, 
qui,  sans  elles,  me  paraît  devoir  être  fort  compliquée  à  établir. 

Pour  alléger  la  démonstration,  en  supposant  connues  (voir 
locis  citatis)  les  formules 

(1)  Sa*  =  2{p^  -  ro), 

(2)  Hbc  =  p^  +  ro, 

(3)  2(6  -  cY-  =  2{p'-  -  3ro}, 

(4)  l{p-a){b  -cr-  =  4S{R-  2,'), 
(o)  ^a'  r=  2p{p^  -  6Rr  -  3r'^), 

je  vais  démontrer  la  formule 

Jla^a  -  b){a  -  c){2p  -  3b)  {2p  -  3cj  =  i6S2(R  -  2rf. 
qui  me  servira  tout  à  l'heure. 
Appelons  I  le  premier  membre  de  cette  identité;  posons 
b  —  c  =  X,     c  —  a  =  [j.,     a  —  b  —  ^  ; 
on  aura  successivement,  en  remarquant  que    À  +  fjt  +  v  =  o, 
I  =   —  Ha^ii-w  (À  —  v)  (p.  —  v)  =  —  2a^;xv  (ka  —  Av  —  [XV  -h  V*), 
1  =  -  Xavia-  (ij.  -  X  +  v)  +  Sa^xS^ 
I  =  2/|xvSa2X  +  la-a^^ 
On  voit  facilement  que 

la-À  =  yia^  {b  -  c)  =  -  {b  -  c){c  -  a)  {a  -  b). 
Donc 

(6)    I  —  —  2  (6  —  c)-{c  —  a)- {a  —  b)-  4-  Ia-(c  —  a)-  [a  —  b)'-. 
Calculons    l,a'^{C  —  af{a  —  b)'^ 
on  a      I.a(c  —  a){(i  —  />)  =  Sa'  —  'La'^{b  +  c)  +  "Labc 

=:  ^a^  —  2p'La^  -+-  ^a^  +  3abc 
=  2li'i^  —  2p^a^  ■+■  12RS, 
et,   enfin,  d'après  les  formules  (i)  et  {o),  toutes  réductions 
faites  I,a{c  —  a){a  —  b)  =  4S(R  —  2r], 
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Oa  voit  facilement  alors  que  l'on  a  identiquement 
[:ï:a{c  -  a)(a  -  b)Y  =  laHc  -  ay{a  -  by 

+  2(6  -  c](c  -  a)(a  -  b)Lbc{b  -  c) 
ou  comme     I,bc{b  —  c)  =  —  (6  —  c){c  —  a){a  —  b) 
on  a 

I.a\c  -  aY{a  -  bf  =  i  ôS^R  -  2r)»  +  2(6  -  cf{c  -  aY{a  -  b)\ 
d'où,  en  substituant  dans  la  formule  (6), 
I  =  i6S^-(R  -  2/-)'  =  Ha-'ia  -  b){a  -  c){2p  -  3b) {zp  -  3c). 

Ces  préliminaires  posés,  cherchons  la  valeur  de  FF'. 

On  sait  (voir/.  E.,  1886,  p.  193)  que  les  coordonnées  nor- 
males   X,  y,  z;  x',  y',  s'    de   F  et  de  F'  sont  respectivement 

{p  -  a){b  -  cV        ,        {b  -  cY  ,,  ,    ,,        , ,  ,    . 

,    etc.     ,  etc.,     d  ou  ion  déduit  que 

a  a 

leurs  coordonnées  normales  absolues  Xi,yi,Zi\  x'i,y'[,  z'i,  sont: 

ip-a)(b  —  cy  I  ^  {b  -  cY  S 

— ,  ,  etc.         •' — ;  ,  etc. 

a  2(K  —  2r)  a         p»  ~  3r3 

On  a  donc  (voir  /.  E.,  1889,  p.  150) 

YF''  =  -  ^i:a{y,  -  y,){z,  -  z[}. 

Mais  on  trouve  facilement 

,       (6  _  c)ic-  a)ia-  b)  (b  -  c).  „  . 

-1  -  -'  -    4^.  -  rZ)iR  -  2r)     —^^'P  -  '")' 
et  les  valeurs  analogues  pour    j/,  —  y[,    z^  —  z\. 
On  en  déduit 

__  ^^  ib-cy{c-ay{a-by  _  _ 

b.yS^{p'-5roy\R-2rY       ^         '^         '^  ^  '^  '■  ' 

tm7'2        (6  -  <^y{c  -  ay{a  -  by 
et  par  suite      FF     =  — 


4{p-  -  3rly 
et  en  supposant    a  y-  b  ">  c 

^r.'  (6  -  c)(c  -  a){a  -  b) 

2(jD"  -  :,rù) 
expression  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

FF'^- ^;^:^^— 

X-''  +  u.«  4-  V» 
oîi  n'entrent  que  les  difTérences  des  côtes. 
La  transformation  continue  en  A  donne  immédiatement 
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,  _  (b  -  c){c  +  a){a  +  b) 
'^'•'^''  -    2[{p  -  ay  +  3r„o„] 

Remarques.  —  Si     2a  =  b  -h  c       on  a        x^  =  x[  =  -ha 
FF'  est  alors  parallèle  à   BG   et  l'on  a        FF'  =r  -(6  —  c). 


RAPPEL  DE  QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 


160(1884)  (*).  —  Soit  N  un  nombre  impair  égal 
à  la  somme  de  deux  carrés  et  composé  de  w  fac- 
teurs premiers,  égaux  ou  inégaux. 

Le  carré  de    N    est  : 

1°  La  somme  de  deux  carrés  (propriété  évidente 
et  connue); 

2°  La  somme  de  trois  carrés; 

3''  La  somme  de  quatre  carrés; 


X'' 

-+■ 

r 

+ 

.0  * 

a;3 

-t- 

yS 

+ 

aJ 

X' 

+ 

r 

-f- 

*j' 

4°  La  somme  de  (n  +  i)  carrés.'  (E.  Catalan.) 

345  (1889)  (**).  —  Résoudre  les  équations 

x-^y+z-\-t—  4m, 

+  t-  —  4Wi^  +    49*, 

-jf  l^  —  4W*  +  i6mq'\ 

+  t^  =  4?/i*  +  2^m^q^  +  4Ç*  -4-  4p*. 

(Svéchnicoff.) 

(•)  La  question  161,  posée  au  Concours  général  de  1833,  n'a  pas  élé 
résolue.  Elle  ne  pouvait  pas,  comme  l'a  remarqué  M.  F.  Valût  dans  la 
noie  qu'il  nous  a  envoyée,  recevoir  une  solution  élémentaire,  pour  la 
deuxième  partie,  du  moins.  On  trouvera,  rédigée  pur  celui  qui  remporta  le 
prix  d'honneur  eu  1833,  E.  Catalan,  la  solution  de  cette  question  dans  les 
Nouvelles  Annalea,  1846,  p.  214. 

(•*)  Les  questions  279,  393,  394  sont  résolues  dans  le  présent  numéro. 
Nous  avons  reçu  déjà  une  solution  des  questions  229,  360. 

11  ne  reste  donc  plus  à  résoudre  que  les  questions  148, 149, 2S4  (énoncés 
reproduits  dans  les  numéros  de  janvier  et  février),  et  les  questions  100, 
445  reproduites  ci-dessus. 
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QUESTIONS   PROPOSEES 


1 


745. — Etant  donnés  trois  points  M,  A,  B,  démontrer  que 
pour  obtenir  l'isotomique  du  conjugué  harmonique  de  M  sur 
AB,  on  peut  appliquer  le  théorème  suivant. 

Soient  C,  C  les  points  de  la  perpendiculaire  élevée  au 
milieu  de  AB,  d'oîi  l'on  voit  AB  sous  un  angle  droit;  la  cir- 
conférence passant  par  C,  C,  M  coupe  AB  au  point  cherché. 

(G.  L.) 

746.  —  On  considère  un  triangle  ABC;  sur  AB,  un 
point  M  et  le  point  [j.,  isotomique  du  conjugué  harmonique 
de   M   relatif  au  segment   AB. 

On  trace  Aa  perpendiculaire  à  AG;  B^,  à  BG;  aj3,  à  AB, 
au  point  M. 

La  perpendiculaire  abaissée  de  0,  centre  du  cercle  cir- 
conscrit sur   Cil   passe  par  le  milieu  de   a{3.  (G.  L.) 

747.  —  On  tienne  un  triangle  ABG  ;  en  B,  on  élève  BA' 
perpendiculaire  à  BA;  en  G,  GA"  perpendiculaire  à  CA. 
On  mène,  par  A,  une  transversale  AA'A"  telle  que  A  soit  le 
milieu  de   A'A"   et  l'on  trace   Aa  perpendiculaire  à    A'A". 

Déuiontrer  que  Aa  et  les  droites  analogues  B'^,  Gy  sont 
concourantes.  <  (G.  L.) 

748.  —  Soit  M  le  milieu  du  côté  BG  d'un  triangle  ABG, 
N  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs 
issues  de  B  et  de  G.  La  droite  îvlN  ne  passe  en  A  que  si  le 
triangle  est  isoscèle.  (Lucien  Lévy.) 

749.  —  Étant  donnés  trois  plans  qui  passent  par  une 
môme  droite,  construire  un  trièdre  trirectangle  qui  ait  une 
arête  dans  chacun  des  plans  donnés.  (Lucien  Lévy.) 


Le  Directeur  Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


i.Mi'Mnii;'ni;  ckntralk  des  i..iii;mins  de  fer. 
imi'rimi:kik  chaix,  bde  itiiCEns,  20,  paris.  —  HS96-0-9G. 
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NOTE 

RELATIVE  A  LA  DISTANCE  DU  CENTRE  DU  CERCLE  CIRCONSCRIT 

A    UN   TRIANGLE   A   SON    CENTRE    DE   GRAVITE 

Par  M.  l^.-A.  BarÎMieu. 


Voici  une  solution  très  simple  de  cette  question  bien  connue. 

Soient  ABC  le  triangle,  0  le  centre  du  cercle  circonscrit, 
G  le  centre  de  gravité  de  ABC.  A'  le  pied  de  la  médiane  GA, 
Al  sou  point  de  rencontre  avec  le  cercle  circonscrit. 

On  a 

(1)  GA.GA,  ==  GB.GBi  =  GC.GCi==  R»  -  c^», 

U  étant  la  distance  OG,  et  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 
Or 

(2)  GAi  =  GA'  +  A,A'. 
Si  m  =  AA';  on  a 

(3)  GA'  ^  |w  , 

et  AA'.A^A'  =:  CA'.A'B  =-.  ^. 

Par  suite 

(4)  AiA'  =  — . 

En  tenant  compte  de  (3;  et  (4),  (2)  devient  donc 

m       a*        4m''  +  3a* 
<J^i  =^  T  +  —  ^ 


3        4?»  1 2  m 

Mais,  on  sait  que 

m»  —  -^ 

4 
Donc 

3  GAi  =  : 

De  (1)  on  tire 

d«  =  R»  -  GA.GA,  =  R'  -  GAi.|m. 
Eq  y  portant  (5),  on  a  enfin 

ni    -1_   //■'    _i-   /•» 


JOUU.NAI,    1)\L    MATH.    liLKM.    —    IS'JO. 
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Les  solutions  que  l'on  donne  ordinairement  de  cette  form  ule, 
basées  sur  la  trigonométrie,  sont  sensiblement  plus  longues. 
Celle  que  nous  exposons  est  géométrique. 


EXERCICES  SUR  LES  DETERMINANTS 

Par  M.  Elgé. 


1.  —  Considérons  d'abord  le  déterminant 
I  I  I 

b  -\-  c        c  +  a        a  +  b 
bc  ca  ab 

Ce  déterminant  est  homogène,  du  troisième  orJre  ;  il  s'an- 
nule dans  l'une  des  hypothèses  : 

a  =  b,     b  —  c,    c  =  a. 
C'est  donc  un  déterminant  de  Vandermonde,  à  ua  facteur 
constant  près.  On  propose  de  lui  donner  la  forme  classique 
du  déterminant  de  Vandermonde. 

Pour  cela,  multiplions  les  colonnes  1,  2,  3,  respectivement 
par  a,  b,  c;   nous  avons 

a  b  c 

A  —       a{b  +  c)        6(c  -t-  a)        c{a  -h  b) 
I  I  I 

Multiplions  maintenant  la  première  ligne  par    a  -\-  b  -h  c 
et  retranchons  cette  ligne  de  la  deuxième;  il  vient 

abc 
^  =        a^        b""        c^ 
I  I  I 

La  transformation  est  effectuée  et  l'on  peut  écrire 
A  =  (a  -6  )  (6  -  c)  (c  -  a). 

2.  —  Oïl  propose  de  calculer  le  déterminant 
I         a        b^  +  c^ 
A  =        I         b        c'  +  a' 
1         c        a*  •+  6» 
C'est  encore  évidemment  un  déterminant  de  Vandermonde; 
on  propose  de  lui  donner  la  forme  classique. 
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Ce  déterminant  peut  s'écrire 

I  a  a»  H-  6*  +  c»  -  a» 
1  b  a^  -h  h*  -h  c'  -  b^ 
I         c        a»  +  6*  4-  c*  -  c» 

Ou  a  donc,  par  application  d'une  règle  connue 


A  = 


Le  premier  déterminant  a  deux  colonnes,  la  première  et  la 
troisième,  dont  les  éléments  sont  proportionnels;  il  est  donc 
identiquement  nul  et  l'on  a  finalement 

I         a        a" 

I         b        6* 

I         c         c- 


I         a 

a«  4-  6>  +  c» 

I       a 

a* 

I         b 

0»  +  6»  +  c» 

— 

i       b 

b' 

I           c 

a*  4-  6'  +  c» 

I        c 

c 

Calculer  le  déterminant 
I         a 
A  = 


c  (b  +  c) 
I         b         6(c  +  a) 
I         c         c{a  +  b) 
Ce   déterminant    est    homogène,   du    Iroisième    ordre;    il 
s'annule   pour    a  —  b,   pour   b  =  c,   pour  c  =  a  ;   c'est   un 
déterminant  de  Vandermonde. 

Pour  le  reconnaître  en  lui  donnant,  comme  aux  déterminants 
précédents,  la  forme  classique,  observons  qu'il  peut  se  mettre 
sous  la  forme  : 

I  a  ab  +  bc  +  ca  —  bc 
I  b  ab  -\-  bc  +  ca  -  eu 
I         c         ab  -\-  bc  -\-  ca  —  ab 


On  a  donc 
1 


[ 

a 

bc 

I 

b 

ca 

I 

c 

ab 

a        ab  -t  bc  +  ca 
A  =        I         b        ub  +  bc  -h  ca 
c        ab  +  bc  +  ca 
Le  premier  déterminant  a  deux  colonnes  dont  les  éléments 
sont  proportionnels;  il  est  donc  identiquement  nul. 
Par  suite,  on  peut  écrire 

I     I         a        bc 

A  ==  —         I         b        eu 

I      1         c         ab 
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En  multipliant  les  lignes  respectivement  par  a,  6,  c,    on  a 

finalement 

a        a*        I 

A  =  -        b         b^         I 

c         c"         I 

C'est  le  déterminant  de  Vandermonde. 

4.  —  Considérons  maintenant  le  déterminant 
î         6  4-  c        a(b  +  c) 
A  =        I         c  4-  a        b{c  +  a) 
I         a  +  b        c(a  -\-  b) 
qui,  a  pnori,  représente  un  déterminant  de  Vandermonde. 
On  observera  que  la  dernière  colonne  peut  s'écrire  : 
ab  -4-  bc  -H  ca  —  ab, 
ab  -h  bc  -h  ca  —  bc, 
ab  -f-  bc  +  ca  —  ca. 
En  appliquant  le  procédé  de  calcul  employé  dans  les  deux 
exercices   précédents,   on   mettra    A     sous   la    forme   d'une 
somme  de  deux  déterminants. 
Le  premier  est  identiquement  nul. 
L'autre  est,  au  signe  pris  : 

I         b  -b  c         bc 
I         c  -h  a        ca 
I         a  +  b        ab 
c'est  le  déterminant  considéré  plus  haut  (§  i). 


5.  —  Enfin,  soit  à  calculer 

I         b  +  c 
A  = 


6»  +  c* 
I  c  -h  a  c"^  +  a^ 
1  a  +  b  a'  +  6* 
Après  avoir  observé  que  ce  déterminant  s'annule  pour 
l'une  ou  l'autre  des  hypothèses  :  a  —  b,  b  =  c,  on  c  =  a,  on 
voit  qu'on  a  affaire  à  un  déterminant  de  Vandermonde.  Si  l'on 
propose  de  lui  donner  la  forme  classique,  on  observera  que  la 
deuxième  colonne  peut  s'écrire 

a  -h  b  -h  c  —  a, 
a  +  b  -h  c  —  b, 
a  -h  b  -h  c  —  c. 
On  sépare  A  en  deux  déterminants.  L'un  est  identiquement 
nul;  l'autre  est  le  déterminant  examiné  plus  haut  (§  2). 


JOURNAL    DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  173 

6.  —  On  rattache,  de  même,  le  déterminant 
I         b  ->t-  c        a* 
A  =        I         c  +  a        b'^ 
I         a  '+  b        c"^ 
au    déterminant    de   Vandermonde    en    observant    que    la 
deuxième  colonne  peut  s'écrire 

a  +  b  -{-  c  —  a, 

a  +  b  +  c  —  b, 

a  \-  b  +  c  —  c. 

et  en  décomposant  A   en  une  dilTérence  de  deux  déterminants 

dont  l'un  est  identiquement  nul. 

Cet  exercice  est  même  le  plus  simple  parmi  ceux  qui  pré- 
cèdent; il  devrait  être  proposé  tout  d'abord. 

(A  suivre.) 


NOriGE  HISTORIQUE 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  LA  MESURE  (*) 
Par  M.  Aubry 


ORIGINES 


Sans  vouloir  émettre  l'idée  absurde  que  la  géométrie  a  pris 
naissance  à  une  époi}ue  eh  chez  un  peuple  déterminés,  il  est 
admissible  qu'elle  a  pour  première  origine  le  besoin  d'embellis- 
sement que  ressent  l'homme  dans  l'aménagement  de  sa  maison 
et  de  ses  outils  à  mesure  qu'il  se  sent  délivré  des  préoccupa- 
tions immédiates  de  sa  subsistance.  Vers  la  fin  de  l'époque 
glaciaire,  on  voit  en  effet,  chez  rhomaie  primitif,  les  armes 
de  silex  prendre  des  formes  régulières  et  même  élégantes, 
ainsi  que  ses  instruments  d'os  et  de  bois  de  renne.  Ceux-ci 
se  décorent  de  hachures  parallèles  ou  même  croisées,  et  sont 
souvent   percés   de   trous.    L'architecture    rudimenlaire   des 

(•)  Gel  exposé  forme  l'eusemblc  de  plusieurs  des  Notes  qui  devaient  être 
jointes  à  xxixq  Histoire  du  calcul  infinilésimal,  quatrième  et  dernière  partie 
d'un  Essai  historique  sur  l'Analyse  mathémalique,  dont  la  première  partie, 
publiée  actuellement  dans  le  7.  .S'.,  a  traité  de  l'histoire  do  l'Algèbre  et  de  la 
Théorie  des  équations.  Nous  avons  pensé  que  ces  notes  serjiieul  mieux 
ici  a  leur  place. 
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époques  postérieures  a  sûrement  donné  naissance  à  la  géo- 
métrie pratique,  mais  on  n'en  a  aucune  preuve  matérielle. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  vraisemblable  que  la  géométrie 
tire  son  origine  plus  immédiate  des  figures  cabalistiques  à 
l'aide  desquelles  les  prêtres  des  religions  préhistoriques 
symbolisaient  leurs  mystères.  Et,  en  effet,  chez  les  anciens, 
la  science  était  considérée  comme  une  émanation  de  la  Divi- 
nité, —  on  le  voit  par  les  mots  théorème,  théorie,  encore 
employés  aujourd'hui,  —  el  fut  toujours  jalousement  gardée 
par  les  prêtres  indiens,  chinois  et  égyptiens,  jusqu'à  des 
époques  historiques  assez  rapprochées  de  nous.  Les  savants 
ont,  du  reste,  presque  toujours,  par  une  tradition  inconsciente, 
aimé  à  exposer  leurs  idées  en  termes  énigmaliques. 

Par  la  suite  des  temps,  ces  figures  se  sont  probablement 
compliquées  de  plus  en  plus  et  on  fut  amené  toulnaturellement 
à  les  disposer  régulièrement  et  à  les  considéreren  elles-mêmes. 
Onpeutadmettre  par  exemple  que  l'on  acommencé  parla  figure 
d'une  droite  perpendiculaire  au  milieu  d'une  autre  droite  et  que 
peuàpeu,on  estarrivéà  la  considération  des  figures  rectilignes. 

Après  avoir  reconnu  la  forme  des  diverses  figures  rectilignes, 
l'idée  a  dû  venir  de  les  comparer  entre  elles.  On  dut  d'abord 
se  rendre  compte  des  relations  existant  entre  les  grandeurs 
de  rectangles  de  bases  égales,  des  cas  les  plus  simples  d'éga- 
lité des  triangles,  de  la  comparaison  des  parallélogrammes  et 
des  triangles  avec  le  rectangle.  On  se  basait  sur  le  principe 
intuitif  de  la  permanence  des  formes  géométriques,  en  admet- 
tant implicitement  qu'une  figure  reste  toujours  identique  ou 
superposable  à  elle-même  quaud  on  la  déplace.  La  géométrie 
8  longtemps  consisté  en  des  transformations  de  ce  genre,  de 
figures  en  d'autres  équivalantes  par  un  autre  arrangement  de 
leurs  parties:  les  Indiens  se  sont  particulièrement  adonnés  à 
ce  genre  de  problèmes  (voir  la  note  I).  Hippocrate  de  Chio  en 
a  tiré  l'idée  de  ses  lunules;  Euclide  leur  a  consacré  tout  un 
livre  de  ses  Éléments  (voir  /.  S.,  1894,  p.  226,  et  1895,  p.  Hl): 
c'est  par  des  moyens  analogues  que  les  Arabes,  probablement 
d'après  les  Indiens,  sont  arrivés  à  la  résolution  des  équations 
du  second  degré  (voir  /.  S.,  1895,  p.  128). 

On  donne  généralement,  d'après  Hérodote,  comme  origine 
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de  la  géométrie  le  partage  des  terres  sous  Sésostris,  et  la 
nécessité  où  se  trouvaient  les  Égyptiens  de  mesurer  leurs  ter- 
rains après  chaque  débordement  du  Nil.  On  peut,  eu  effet, 
leur  faire  honneur  de  celte  découverte,  si  on  entend  le  mot 
géométrie  dans  son  sens  étymologique  à' arpentage: le  papyrus 
Rhind,  unique  document  qui  reste  de  cette  époque,  montre  les 
Égyptiens  familiarisés  avec  la  pratique  de  celte  dernière 
science,  qui  n'était  encore,  selon  toute  vraisemblance,  que 
l'ensemble  des  moyens  de  mesurer,  repérer  et  diviser  les 
figures  les  plus  simples.  Il  est,  d'ailleurs,  présumable  que, 
dès  l'aurore  des  civilisations,  l'homme  chercha  à  déterminer 
par  des  bornes  naturelles,  rochers,  arbres,  etc.,  le  terrain  qu'il 
avait  cultivé,  et  qu'à  défaut  de  ces  bornes,  l'idée  lui  vint  de 
se  rendre  compte  à  peu  près  de  la  situation,  de  la  forme  et 
des  dimensions  de  son  champ. 

On  a  probablement  été  fort  longtemps  avant  de  penser  à 
donner  des  démonstrations  du  peu  qu'on  savait.  Ces  démonstia- 
lions  nécessitaient  des  recherches  dans  une  voie  toute  diffé- 
rente de  l'empirisme  suivi  jusque-là,  et  d'ailleurs  bien  plus 
profondes  :  c'est  au  génie  grec  qu'on  est  redevable  de  celte 
direction  scientifique  donnée  à  la  géométrie.  Pour  ne  parler 
que  de  la  géométrie  de  la  mesure  dont  il  est  seuleraenl  ques- 
tion ici,  nous  citerons  leurs  tentatives  de  la  quadrature  du 
cercle.  D'après  Proclus,  Thaïes  avait  bien  démontré  que  le 
diamètre  partage  le  cercle  en  deux  parties  égales;  mais,  en 
cherchant  à  aller  plus  loin ,  ils  s'aperçurent  que  leurs 
méthodes  de  transformations,  applicables  à  certaines  figures 
rectilignes,  échouaient  complètement  avec  le  cercle,  et  ils 
cherchèrent  des  méthodes  plus  spéciales  à  ce  dernier.  Anliphon 
s'avisa  de  considérer  un  polygone  régulier  inscrit  dont  le 
nombre  des  côtés  augmente  de  plus  en  plus  et  conclut  que  le 
cercle  est  un  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés.  Cette 
conclusion  était  trop  en  avance  sur  l'état  de  la  science  pour 
être  admise  et  surtout  pour  contribuer  à  la  découverte  espérée  ; 
il  en  restait  toutefois  cette  idée  ingénieuse  et  fondamentale, 
utilisée  depuis  par  Euclide  et  Archimède,  de  substituer  à 
l'étude  du  cercle  celle  de  polygones  à  côtés  de  plus  en  plus 
nombreux .  Peu    après,  Hippocrate   découvrit   ses    célèbres 
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lunules,  qui  durent  faire  croire  à  la  solution  prochaine  du 
problème;  cetle  découverte  montre  tout  au  moins  que  si  on 
ne  savait  pas  encore  prouver  que  les  cercles  sont  comme  les  carrés 
des  diamètres,  —  ce  qui  fut  démontré  plus  tard  par  Eudoxe, 
—  cette  proposition  était  du  moins  connue,  ainsi  probable- 
ment que  d'autres,  sur  les  démonstrations  desquelles  ou 
n'avait  que  des  aperçus  (voir  la  note  II). 

Les  premières  études  des  corps  solides  datent  de  cette 
époque.  Il  était  naturel  d'étendre  aux  solides  les  méthodes 
de  superposition  pour  essayer  de  les  comparer  à  des  corps  plus 
simples.  Mais,  —  outre  que  le  nombre  des  solides  élémentaires 
est  plus  grand  que  celui  des  surfaces  élémentaires,  —  dès  la 
p^-ramide  triangulaire,  ces  méthodes  n'étaient  plus  applica- 
bles. Aussi  a-t-on  dû  eu  chercher  de  nouvelles,  plus  scienti- 
fiques, et  pénétrant  plus  profondément  dans  la  nature  du 
sujet.  On  se  trouvait  en  présence  de  l'infiniment  petit,  et  il 
paraît  certain  que  les  théorèmes  d'Euclide  et  d'Archimède, 
qui  ont  fait  l'admiration  de  tous  les  siècles,  ont  été  d'abord 
conçus  et  démontrés  à  peu  près  comme  nous  le  ferions 
aujourd'hui.  Euclide,  le  premier,  vivant  au  milieu  des  rhé- 
teurs, voulut  affranchir  de  toute  objection  les  ])ases  de  la  géo- 
métrie, et  rédigea  ces  admirables  Éléments,  qui  ont  tant 
contribué  aux  progrès  des  mathématiques,  parce  qu'ils  consti- 
tuaient un  modèle  dont  les  plus  grands  géomètres  se  sont 
toujours  efforcés  d'imiter  la  méthode  et  la  rigueur.  C'est  dans 
cet  ouvrage  qu'on  voit  les  premiers  principes  de  la  géométrie 
de  la  mesure  démontrés  rigoureusement  :  c'est  par  là  que 
nous  commencerons  cette  étude. 

En  France,  Euclide  n'est  plus  lu;  mais  à  l'étranger,  notam- 
ment en  Angleterre,  en  Allemagne  et  en  Italie,  il  forme  toujours 
la  base  des  études  de  mathématiques  pures.  Nous  pensons, 
en  conséquence,  faire  œuvré  utile  en  publiant  les  extraits 
d'Euclide  et  d'Archimède  relatifs  à  notre  sujet. 

La  géométrie  de  la  mesure  a  d'abord  été  traitée  par  la 
Méthode  d'exhaustion,  puis  par  celle  des  indivisibles  ;  nous  divi- 
serons notre  travail  en  deux  parties,  correspondant  à  ces  deux 
appellations.  (A  suivre.) 
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EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Ans.  Boiitin. 


428  (*).  —  Les  droites  de  Newton  (joignant  les  milieux  des  diago- 
nales) des  quadrilatères  podaires  d'un  point  quelconque  M  par 
rapport  à  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle  de  centre  0  sont 
parallèles  entre  elles  quand  M   décrit  la  droite  OM. 

429.  —  ABGD  étant  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle  de 

centre  0,  l'angle  des  droites  de  Newton  des  quadrilatères  podaires 

de  deux  points  quelconques  M  et  M'  par  rapport  à  ABGD,    est 

égal  à  l'angle  MOM'. 

Celte  proposition  et  la  précédente  se  démontrent  par  des  considérations 
purement  géométriques. 

430.  —  ABGD  étant  un  quadrilatère  inscriptible,  les  côtés 
opposés  AB  et  GU  se  coupant  en  E,  AD  e/ BC  en  F,  les  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  se  coupant  en  G-,  M  étant 
un  point  quelconque  de  la  circonférence  circonscrite;  démontrer  les 
propositions  suivantes  : 

[')  Au  sujet  de  rexercice  4i"  (p.  15'»),  je  trouve  dans  les  Aninilcs  scienli- 
flqucs  de  rÉcolc  normale  supérieure  (année  1876)  que  M.  D.  André  donne 
les  propriétés  suivantes  : 

Le  coeflicient  de  x^  dans  le  développement  de  (i  -t-a'  +  x'-f  . . .  +  a;'')'" 
a  pour  expression  : 

-  >+!)«  _ 


f/.r, 


ou     i  =  \|/  —  I . 

Les  termes  équidistants  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux. 

Un  coefficient  quelconque  est  égal  au  coeHicicnt  de  môme  rang  dans 
le  développement  de  la  puissance  m  —  i,  plus  les  coefficients  à  gauche 
de  celui-ci. 

Les  coefficients  croissent  jusqu'au  milieu  et  décroissent  au  delà. 

Si  on  prend  les  coefficients  de  p  -[~  ^  en  p  +  i,  on  obtient  une  somme 
constante,  quel  que  soit  celui  des  p  +  i  premiers  coefficients  par  lequel 
on  commence. 

La  somme  do  tous  les  coefficients  =:  (p  -f  '  '"'• 

Si  m  et  71  sont  premiers  cuire  eux,  le  coefficient  de  x"  est  divisible 
par  m. 

La  somme  des  carrés  des  coefficients  est  le  coefficient  de  x"*''  dans  le 
développement  de  (i  +  a;  +  œ*  +  ...  -t-  jP)'"*.. 
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/°  Les  bissectrices  des  angles  E  el  F  sonl  perpendiculaires 
erdre  elles, 

2'^  La  droite  de  Newton  du  quadrilatère  podaire  de  M,  par 
rapport  à  ABCD,  enveloppe  une  liypocycloïde  à  quatre  rcbrous- 
sements,  quand   M  décrit  la  circonférence  circonscrite  à  ABCD. 

5"  Le  centre  de  cette  hypocycloïde  est  le  point   G. 

4°  Les  tangentes  aux  points  de  rebroussement  sonl  les  parallèles 
aux  bissectrices  des  angles  E  et  F  menées  par  G. 

5°  Les  quatre  points  de  la  circonférence  ABCD,  tels  que  les 
droites  de  Newton  de  leur  quadrilatère  podaire  soient  précisément 
les  deux  tangentes  précédentes  aux  points  de  rebroussement,  sojit 
les  sommets  d'un  carré  dont  les  diagonales  sont  parallèles  à  ces 
tangentes,  c'est-à-dire  aux  bissectrices  des  angles  E  et  F. 

On  sait  que  l'hypocycloïde  à  quatre  rebroussemcnts,  ou  aslroïde,  est 
l'euveloppe  des  droites  de  loni^ueur  constante  dont  les  exlrémilés  décrivent 
deux  axes  rectangulaires, 

C°  La  portion  de  droite  de  Newton  du  quadrilatère  podaire  de 
M  comprise  entre  les  tangentes  aux  points  de  rebroussement  est 
constante  et  égale  au  rayon  du  cercle   ABCD. 

Le  §  1°  se  démontre  géométriquement  d'une  façon  très  simple.  Pour  les 
autres  propositions,  je  n'ai  qu'une  démonstration  analytique  pénible.  Les 
axes  coordonnés  les  plus  commodes  sont  les  parallèles  aux  bissectrices 
de  E  et  F  passant  par  G.  Une  démonstration  géométrique  serait  à 
désirer  (*). 
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Recueil  de  problèmes  de  mathématiques,  etc.,  par  M.  G.-A.  Laisam, 
docteur  es  scieoces,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique  ;  sixième  volume. 
Géométrie  du  triangle.  (Librairie  Grauthier-Villars  et  tils;  prix 3  francs). 

Le  sixième  volume  de  celte  utile  collection  vient  de  paraître;  il  est 
consacré  à  la  géométrie  du  triangle  qui  forme  dans  la  géométrie  élémen- 
taire un  groupe  bien  caractérisé  ;  M.  Laisant  a  pensé,  et  nous  Tapprouvous 
d'avoir  eu  cette  idée,  qu'il  était  préférable  de  séparer  du  volume  II,  celui 
qui  est  consacré  à  la  géométrie,  les  questions  relatives  à  la  géomelrie  du 
triangle.  Je  regrette  seulement  qu'il  n'ait  pas  profité  de  l'occasion  qui  se 
présentait  naturellement  à  lui  en  écrivant  la  préface  de  ce  volume,  pour 
faire  connaître  les  sources  principales  oii  pourronl  aller  puiser  les  rensei- 

[*]  Gctte  démonstration  peut  faire  l'objet  d'une  Note  que  j'insérerai 
bien  volontiers  dans  le  Journal.  0.  L. 
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gnement  nécessaires  ceux  qui  ignoreut  les  principes  et  la  terminologie  de 
cette  géométrie. 

M.  Laisant  rappelle,  dans  cette  préface,  que  la  géométrie  du  triangle  a 
été  combattue  par  les  uns,  préconisée  par  d'autres,  des  deux  côtés  avec 
excès.  Il  est  liien  évident  qu'un  ami  des  mathématiques  ne  fera  pas  sa 
carrière  de  ce  ])etit  coin  de  la  géométrie  et  qu'il  y  a,  même  dans  la  partie 
la  plus  élémentaire  de  la  géométrie,  bien  d'autres  champs  de  recherches. 
Ceux  qui  l'ont  le  plus  aimée  n'ont  jamais  eu  cette  pensée  absurde  qu'il 
fallait  pousser  vers  cette  géométrie  l'eBort  des  recherches,  au  détriment 
de  travaux  plus  élevés  cl  infiniment  plus  intéressants.  Mais,  enfin,  l'étude 
des  éléments  géométriques  remarquables  qui  se  rattachent  au  trian:4e  ne 
pouvait  pas  ne  pas  être  faite.  Cette  étude  est  achevée  aujourd'hui,  à  l'excep- 
tion de  quelques  parties  secondaires  qui  pourront  être  ultérieurement 
découvertes  ou  développées  et  ceux  qui  ont  collaboré  à  cette  œuvre  très 
modeste,  pourtant  intéressante  et  utile,  ces  chevaliers  du  triangle  n'ont 
pas,  je  pense,  mérité  d'être  fusillés  pour  cela. 

Parmi  les  ouvrages  récemment  parus  nous  recommandons  encore  à  nos 
lecteurs. 

1°  Compléments  du  Cours  d'algèbre  et  Notions  de  géométrie 
analytique,  à  l'usage  des  candidats  à  l'École  spéciale  militaire  deSaint- 
Cyr  et  des  élèves  qui  se  préparent  à  suivre  le  cours  de  mathématiques 
spéciales  [Math.  Eléin.  A.),  par  M.  E.  Comuette,  ancien  élève  de  l'École 
normale  supérieure,  ancien  professeur  de  mathématiques  au  lycée  Saint- 
Louis,  inspecteur  général.  1  vol.  in  S" 4  fr . 

(Félix  Alcan,  édit.,  Paris.) 

2"  Recueil  de  problèmes  d'arithmétique  (3'^  édition),  450  ques 
tions  d'arithmologie  ;  Précis  de  trigonométrie  rectiligne  (2«  édi- 
tion), par  l'abbc  Geli.\,  professeur  au  collège  Saint-Quirin,  ;i  Huy  (Bel- 
gique). 

Ces  exercices  d'arithmétique  complètent  l'arithmétique  qui  a  été  écrite 
par  l'abbé  Gclin  et  à  laquelle  l'Académie  royale  de  Belgique  a  décerné, 
il  y  a  une  dizaine  d'années,  l'un  des  quatre  prix  de  Kcyu.  G.  L. 


BACCALAUREATS 

BACCALAURÉAT   CLASSIQUE  (LETTRES-.VA  TIIÉMA  TIQUESj 
(8  juillet  1896.) 

I.  —  Probl''iiic  (ihlit/aliiirc : 

1°  Inscrire  dans  un  rectangle  donné  ABCD  un  parallélogramme  MNPQ. 
On  donne  la  surface  S  du  parallélogramme  et  la  somme  des  carres  des 
côtés,  somme  que  l'on  désigne  par  2/-.  Ou  désignera  par  2(i  le  côté  AB; 
par  ib  le  côté  BD;  par  /  la  distance  du  point  M  au  milieu  de  AB;  par  y 
la  distance  du  point   N  au  milieu  de  BD. 

Trouver  la  condition  peur  que  le  problème  soit  possible. 

II.  —  Trois  sujets  à  clwisir: 
2^  Formule  des  annuités. 

3°  Définition  et  propriétés  des  logarithmes. 

4"  Somme  et  produit  des  termes  d'une  progression  gcomclriciue. 
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(15  juillet  1876.) 

I.  —  Problème  obligatoire  : 

9'"  Un  trapèze  isoscèle  dont  les  deux  bases  sont  2y  et  2z  et  dont  le  côté 
latéral  est  x  est  circonscrit  à  une  circonférence  de  rayon  R,  sa  surface 
est  S.  Calculer  x,  y  et  s. 

II .  —  TroK  sujets  à  choisir  : 

10°  Démontrer  que  les  forces  appliquées  à  uu  solide  peuvent  toujours 
se  réduire  à  deux. 
11°  Composiliou  des  forces  concourantes. 
12"  Théorie  du  centre  des  forces  parallèles. 

BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  MODERNE 
(LETTRES-SCJESCES) 

(7  juillet  1806.) 

Problème  obligatoire  :  Construire  une  ellipse  connaissant  son  grand  axe 
2rt  et  son  excentricité  z.  Déterminer  sur  celte  ellipse  les  points  dont  la 
somme  des  carrés  des  deux  rayons  vecteurs  est  égale  à  h-,  nombre  donné. 
Indiquer  entre  quelles  limites  peut  varier  le  nombre  k^  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible,  et  écrire  le  système  des  deux  équations  qui  donnent 
les  coordonnées  des  points  précédents,  en  prenant  pour  axes  coordonnées 
les  axes  de  l'ellipse. 

Trois  questions  à  choisir  :  1°  Recherche  du  centre  de  gravité  de  la  surface 
d'un  triangle,  de  celle  d'un  trapèze  et  de  celle  du  volume  d'un  tétraèdre. 

2°  Mouvement  de  rotation  autour  d'uu  axe  tixe.  —  Vitesse  angulaire. 
—  Cas  du  mouvement  de  rotation  uniforme  et  expression  de  la  vitesse 
angulaire  en  fonction  du  nombre  de  tours  observés  en  uuc  minute. 

3°  Travail  d'une  force  constante  eu  intensité  et  en  direction.  —  Unité 
de  travail.  —  Le  travail  de  la  résultante  est  égal  à  la  somme  algébrique 
des  travaux  des  composantes. 

Académie  de  Dijon. 

Questions  au  choix.  —  1°  Limite  de    quand   n  tend  vers  zéro. 

X 

2°  Discuter  et  résoudre  l'équation  : 

a  sin  X  -{-  b  co.s  x  =^  c. 

Problème.  —  Un  point  mobile  M  se  déplace  sur  un  circonférence  de 
rayon  donné  R,  syant  son  centre  en  O  sommet  de  l'angle  droit  d'un 
triangle  rectangle  OBC  dont  les  côtés  OB,  OC  ont  des  longueurs  don- 
nées b  et  c.  Exprimer  la  différence  CM*  —  MB^  au  moyeu  de  l'angle  x 
formé  par  OM  avec  OB,  puis  déterminer  la  position  du  i)oint  M  pour 
laquelle  celte  différence  est  maximum  ou  minimum.  Vérifier  que  pour 
une  telle  position  la  tangente  au  point  M  à  la  circonférence  est  perpeu- 
diculaire  à  la  droite  BG. 

Questions  au  choix.  —  1°  Établir  les  expressions  de  sin  x  et  cos  x  en 

fonction  de  tg  -  ; 

2°  Établir  les  relations  entre  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  quel 
conque. 
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Problème.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 
sin  A  +  sin  B  +  sin  C,  sachant  que  A  +  B  +  G  =  ti. 

Questions  au  choix.  —  1"  Division  d'une  droite  en  moyenne  et  extrême 
raison  ; 

2°  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deux  points 
fixes  est  constant. 

Académie  de  Grenoble. 

Questiofis  au  choix.  —  l"  Théorème  des  moments  par  rapport  à  un  poiut 
pris  dans  le  plan  de  deux  forces  concourantes; 

20  Composition  de  deux  couples  dont  les  pians  ne  sont  pas  parallèles; 

3°  Centre  de  gravité  de  la  pyramide  triangulaire. 

Problème.  —  On  donne  un  cercle  0  de  rayon  R  et  une  tangente  AT 
à  ce  cercle  à  l'une  des  extrémités  A  d'un  diamètre  AA'.  On  mène  une 
corde  BG  parallèle  à  AA'  à  une  distance  01  =  ic  du  centre  et  les 
tangentes  aux  points  B  et  G.  Ces  tangentes  se  coupent  en  un  point  D 
et  rencontrent  AT  et  AA'  aux  points  EF  d'une  part,  GH  de  l'autre. 
On  demande  :  I'  de  calculer,  en  fonction  de  x,  les  aires  de  deux  triaugles 
DEF,  DIIG;  2*  de  déterminer  x  de  façon  que  la  somme  de  ces  aires 
soit  égale  à  une  aire  donnée   S. 

Questions  au  choix.  —  1»  Définition  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres.  Sa 
recherche  par  la  méthode  des  divisions  successives.  En  déduire  que  si 
Von  ninlliplie  ou  si  l'on  divise  deux  nombres  par  un  troisième,  leur  p.  g.  c.  d. 
est  multiplié  ou  divine  par  ce  troisième. 

2°  Qu'cnteud-on  par  mesure  d'une  grandeur?  Par  rapport  de  deux  gran- 
deurs de  même  espèce?  Démontrer  que  le  rapport  de  deux  grandeurs  de 
même  espèce  est  égal  au  rapport  des  nombres  qui  les  mesurent. 

3"  Définition  et  calcul  du  plus  petit  multiple  commun  de  deux  nombres, 
soit  k  l'aide  de  leur  plus  grand  commum  diviseur,  soit  par  la  décompo- 
sition en  facteurs  premiers. 

l'rublème.  —  Sur  une  droite  x'x,  on  donne  deux  points  AB  dont  la  dis- 
tance est  2a  et  une  perpendiculaire  Dy  menée  à  une  dislance  OD  =:  d 
du  milieu  O  de  AB.  Déterminer  sur  Du  un  point  M  tel  que  le  rap- 
port de  ses  distances  à  A  et  B  soit  égal  à  un  nombre  donne  K.  Cher- 
cher entre  quelles  limites  d  doit  être  compris,  K  restant  invariable, 
pour  que  le  problème  soit  possible;  et,  dans  ce  cas,  chercher  s'il  existe 
une  valeur  de  d  pour  laquelle  la  distance  MD  soit  un  maximum  ou  un 
minimum. 

Académie  de  Lille. 

Questions  au  choix.  —  1°  Énoncer  le  théorème  des  projections  ;  en  déduire 
les  formules  qui  donnent  le  sinus  cl  le  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs. 

2"  Connaissant  tga,  calculer  tg-;  montrer  comment  on  |ieut,  géométri- 
quement, prévoir  et  expliquer  a  priori  les  r<^sultats  du  calcul. 

3°  Résoudre  et  discuter  Tcquatiou 

«  eus- a;  +  b  sin  x  cosx  +  c  sin-  x  ■=.  m. 

Problème.  —  On  considère  un  point  M  situé  sur  une  ellipse  ayant  pour 
foyers  F  cl  F',  pour  centre  O,  pour  longueur  d'axes  ^aet  zh.  On  désigne 
par  2c  la  distance  focale,  par  p  cl  f/  les  rayons  F.\i  et  F'M',  par  x  la  pro- 
jection du  segment  OM  sur  la  direction  OF. 
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Académie  de  Lyon. 

Questions  au  choix.  —  1°  Résolution""  de  l'équation  générale  du  second 
degré.  Discussion  des  formules.  Relations  entre  les  coefficients  et  les 
racines.  Nature  et  siçcne  des  racines. 

2°  Résolution  de  l'e'quation  «j-  -\-  bx  +  c  =1  o  quand  a  est  très  petit. 
Calcul  de  la  plus  petite  racine. 

3"  Propriétés  du  trinôme  du  secoj.d  degré.  Application  aux  inégalités 
du  second  degré. 

Problème.  —  Trouver  les  valeurs  numériques  de  l'équation  : 

2a"2  +  ?x  —  3  4-  s^ix-  +  3a;  -f-  9  =  3o. 

Académie  de  Montpellier, 

Questions  auchoix.  —  1°  Démontrer  que  si  un  nombre  divise  un  pioduit 
de  deux  facteurs  et  est  premier  avec  l'un  d'eux,  il  divise  l'autre; 

2»  Exposer  et  démontrer  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  fraction  ordinaire  puisse  être  réduite  en  fraction  décimale  ; 

3°  Définition  et  extraction  de  la  racine  carrée  d'une  fraction  à  -  près 

7 
par  défaut,  en  supposant  connue  la  théorie  de  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  entier  à  une  unité  près. 

Problème. —  Étant  donnés  sur  une  sphère,  un  grand  cercle  C  et  le  diamètre 
AB  perpendiculaire  au  plan  de  ce  grand  cercle,  déterminer  sur  ce  diamètre 
un  point  M  tel  que  le  double  de  l'aire  plane  du  petit  cercle  de  la  sphère 
qui  a  pour  centre  le  point  M,  augmenté  du  quintuple  de  la  surface  laté- 
rale du  cône  qui  a  M  pour  sommet  et  C  pour  base,  soit  égal  à  r.mR^ 
m  désignant  un  nombre  donné  et  R  le  rayon  de  la  sphère. 

On  prendra  pour  inconnue  la  longueur  de  l'arête  du  cône. 

Académie  de  Nancy. 

Questions  au  choix.  —  1°  Extraire,  en  exposant  la  théorie,  la  racine  carrée, 
à  un  dixième  près,  du  nombre  entier  67; 

2°  Étant  donnée  la  fraction  décimale  périodique  o,  384  464  646 .. .  trouver 
la  fraction  ordinaire  génératrice.  Montrer  que  celte  dernière,  réduite  à  sa 
plus  simple  expression,  devrait  contenir  trois  facteurs,  2  ou  5,  à  son  déno- 
minateur; 

3°  Établir  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fraction 
ordinaire  puisse  être  convertie  exactement  en  décimales. 

Problème.  —  On  donne  deux  points  A  et  A'  dont  la  distance  AA'  est 
2a,  et  une  droite  BG  faisant  avec  AA'  l'angle  cp  =  ABC,  et  distante  du 
milieu  O  de  AA'  delà  longueur  OH  —  h.  1°  Trouver  sur  la  droite  BG  un 
point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  deux  points  A,  A' 
soit  égale  à  10a-.  Possibilité  du  problème.  2'^  Soit  M  un  point  répondant  à 
la  question  :  on  suppose  que  le  volume  engendré  par  le  triangle  AMA', 
tournant  autour  de  AA',  soit  égal  à  celui  d'une  sphère  de  rayon  a,  et  on 
demande  de  calculer  l'angle  9,  connaissant  h;  puis,  de  calculer  h  con- 
naissant cp. 
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Académie  de  Poitiers. 

Questions  au  choix.  —  1^  Résolution  d'un  système  de  deux  équations  du 
premier  degré  à  deux  inconnues  ; 

2°  Etablir  la  formule  des  annuités  ; 

3"  Etant  donnée  l'équation  bi-carrée  (4X-  +  3)-  —  4m-  (x-  -\-  i){x-  -+-  2) 
=  0,  où  m-  désigne  un  nombre  positif  quelconque,  trouver  les  conditions 
de  réalité  des  racines.  (Pour  chacune  des  questions,  les  candidats  devront 
faire  la  discussion. 

Problème.  —  Un  tronc  de  cône  dont  le  côté  ou  l'apothème  est  2c  est  cir- 
conscrit à  une  sphère  de  rayon  a;  on  lui  circonscrit  une  sphère  dont  on 
calculera  le  rayon.  Quelle  doit  ôtre  la  valeur  de  G  pour  que  la  surface  totale 
du  tronc  de  cône  soit  moyenne  arithmétique  entre  les  deux  sphères? 

Question  facultative.  —  Le  problème  serait-il  possible  si  l'on  prenait  la 
moyenne  géométrique? 


QUESTION  :279  (*) 

Solution  par  M.  A.  Boltin. 


4''  On  a 

,,.,,.  ,^      ,,  ^   .   A  .  B  .  C   .  B-G  .  A-B  .  G-A 

1,  sin'  A  sin  (B  —  Gj  +  16  sin  —  sin  —  sin—  siii siu sin 


r.  A  .  B  .  G  A-B     B-G     G-A 

X     siu  — sin-  siii — I-  cos cos cos 

I      2      2      2  2  2  2 


o. 


A         A 

Remplaçons,  sous  le  signe   L,    sin  A    par    2sin— cos— » 

2         2 

.    ,„       ,,                  .B-G        B-G 
sin  (iî  —  G)    par   2  sin cos ;  et  remarquons  que, 

dans  l'hypothèse  considérée,   A,  B,  G  étant  les  angles  d'un 
triangle,  en  usant  des  formules  classiques  et  des  suivantes  : 


2  c      \        ab 


cos 


s/' 

A  —  B_aH-6     /  P  —  f')[P  —  b) 


0       V  ab 

.    A    .    B    .     G  S» 

sin  —  sin  —  sin  —  =  > 

222        abcp 

on  doit  vcrjlier  que 
(1)    2pla\b'-c')-^a-b)(b-c)(c-a)[abc-r{a+b){a+c){b+c)]=o. 

(•)  Voir  p.  161  la  solution  des  autres  parties  de  celte  question. 
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Mais  ou  a  : 

-  ïla'ib^  -  c'}  —  {a  -  b){b  -  c){c  -  a)  llab 
et  abc  4-  (a  -+-  b){b  +  c)(c  4-  a)  :^  2p  Hab  ; 

ce  qui  montre  que  (1)  est  uue  identité. 

QUESTIOiN  489 

iSoIutiou  par  M.  H.  Dellac. 


Lemme.  —  Sw  ime  circonférence  donnée  0,  on  porte  indéfini- 
ment, à  partii'  d'un  point  donné  A,  un  arc  donné  a,  et  on  joint  au 
centre  les  points  A,  B',  C,  ...  ainsi  obtenus.  Sur  ces  rayons  on 
prendles  longueurs  OA  ==  r,  OB  =  mr,  OC  =  m^r  ...  m  étant  un 
nombre  donné  plus  petit  que  Vunité.  On  regarde  les  longueurs  OA, 
OB,  OC,  . . .  comme  des  forces  partant  du  point  0,  et  on  demande 
la  résultante  de  toutes  ces  forces. 

Pour  obtenir  géométriquement  cette  résultante,  je  construis 
le  polygone  de  ces  forces.  Je  prends  AB,  égal  et  parallèle 
à  OB,  puis  BG,  égal  et  parallèle  à  OC.  On  obtient  ainsi 
un  contour  polygonal  indélini  dont  les  côtés  décroissent  eu 
progression  géométrique,  et  tournent  d'un  angle  constant  a. 
On  sait  (■/.  E.,  t.  I,  p.  41)  que  ce  contour  a  pour  limite  un  cer- 
tain point  I  du  plan,  et  que  la  résultante  demandée  est  la 
ligae   01. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  Okx  et  0?/;  celui-ci  est 
dirigé  du  côté  où  commence  le  contour.  Les  coordonnées  du 
point  I  ont  déjà  été  trouvées,  et  ici  elles  sont  les  composantes 
de  la  résultante  01.  Je  désigne  ces  composantes  par  X,  Y, 
par  R  la  résultante  et  par  X  l'angle  qu'elle  fait  avec  Ox.  On  a 
r(\  —  »?  cos  a)  ,,  mr  sin  a 


X  = 


1  +  m*  —  2m  cos  a  I  +  m*  —  2m  cos  a 

r 


R 


V/  I  +  m'^  —  2m  cos  a 


I  —  m  cos  a  .    ,  m  sin  a 

cosA=  ■»       siuA  = 


v/i  4-  m"^  —  2m  cos  a  \/ 1  -+-  m^  —  2/Âicosa 

Question  489.  —  On  donne  un  cône  droit    S,   à  base  circu- 
laire 0;  sur  la  circonférence  de  base  on  porte  indéfiniment,  à  par  tir 
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du  point  A,  U7i  arc  donné  a,  et  Von  joint  le  sommet  S  aux  points 
A,  B',  G',  ...  ainsi  obtenus.  Sur  ces  génératrices  on  prend  les  lon- 
gueurs SA  zr:  1,  SB  ^  ml,  se  =  m*l  ...  m  étant  un  nombre 
donné  plus  petit  que  l'unité. 

1"  On  regarde  les  droites  SA,  SB,  SG,  . . .  comme  des  forces  par- 
tant du  point   S,  cl  on  demande  de  trouver  leur  résultante. 

2°  On  regarde  les  droites  AB,  BG,  GD, . . .  comme  des  forces  tirant 
dans  le  sois  indiqué  par  Vordre  alphabétique,  et  l'on  demande  de 
trouver  la  résultante  générale  de  ces  forces,  le  couple  résultant  de 
leur  translation  au  point   S,   et  la  grandeur  du  couple  minimum . 

iH.  Dellac.) 

Premier  cas  —  Je  désigne  par  ;•  le  rayou  de  base,  h  la 
hauteur;  on  a 

/2    .^    h1    +    y.2. 

Par  le  sommet  S  je  mène  un  plan  M  parallèle  à  la  base 
et  je  projette  sur  ce  plan  la  circonférence  de  base.  Je  remplace 
la  force  SA  par  sa  projection  SO  =  ^  sur  l'axe  du  cône  et 
sa  projection   Sa  ==  /•  sur  le  plan   M. 

De  même  je  remplace  SB  par  sa  projection  sur  l'axe,  Sp  =  mil 
et  par  sa  projection  sur 
le  plan  M,  S6  =  mr. 
En  prenant  la  résul- 
tante des  projections 
sur  l'axe  d'une  part,  et 
la  résultante  des  pro- 
jections sur  le  plan  M, 
j'aurai  les  deux  compo- 
santes de  la  résultante 
finale. 

Les  projections  sur  la 
hauteuront  pour  somme 
h 


Z  ^ 


m 


Les  projections  sur  le  plan  M  forment  la  figure  du  leiume, 
et  donnent  une  résultante  SI,  qui  fait  avec  Sa;  un  angle  À,  et 
l'on  a 


SI  ^ 


v/" 


!  +  m^ 


im  C08  a 
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I    —   7)1  cos  a 


m  SIM  a 


COS  A  =  ■  ■      ■  »       si  11  À  —  — - 

yi  +7/1*  — 2  m  cos  a  y  i  +  m^  —  2»/  cos  a 

ce  qui  résout  la  première  partie. 

2"  Pour  obtenir  la  grandeur  et  la  direction  de  la  résultante 

générale  des  forces  AB,  BQ  ,...  je  puis  transporter    toutes 

ces  forces  en  un  point  quelconque  de  l'espace,  et  les  composer 

d'après  le  polygone  des  forces.  Je  les  transporte  au  point  A, 

et  alors  je  vois  que  le  polygone  des  forces  est  justement  le 

contour  ABC. . .  ;  donc  la  résultante  est  la  génératrice  AS  —  /, 

résultat  indépendant  de  m.  On   peut  ensuite  transporter  au 

point  S  le  point  d'application  de  cette  force. 

Maintenant  cherchons  le  couple  résultant  des  translations 

des  forces  AB,  B  :, . . .  au  point  S.  La  translation  de  la  force  AB 

donne  un  couple  dont  le  moment  est 

égal  au  double  de  l'aire  du  triangle 

SAB.  Je  désigne  par  S  le  double  de 

l'aire  du    triangle    SAB'.   Ces    deux 

triangles    ayant    un  angle  commun, 

2.  SAB       m/» 

Si  donc  je  désigne  par  f,  le  mo- 
ment de  la  force  AB  par  rapport  au 
point  S,  par  t^  celui  de  la  force  BC, 

etc.,  j'ai 

ti  =  m.  S 
t^  =  m'. S 
/g  —  nv.iS 
On  voit  que  ces  moments  forment 
ui)e  progression  géométrique  dont  la  raison  est  mK 

Je  mène  les  axes  de  ces  couples  par  le  point  S,  sur  des 
droites  respectivement  perpendiculaires  aux  faces  SAB', 
SB'C  , . . .  Ces  axes  doivent  être  dirigés  à  l'extérieur  du  cône  S 
pour  que  chaque  axe  voie  le  couple  tourner  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre.  Je  prends  donc  SP^  =  ^  =  mS, 
SP  =  t^  =  w^S  (*).  Ces  droites  fout  avec  le  prolongement  de 
SO   un  angle  constant,  et,  par  suite,  se  trouvent  sur  un  nou- 


(*)  Ces  droites  ne  sont  pas  tracées  sur  la  figure  2. 
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veau  cône  ayant  pour  axe  ce  prolongement  et  opposé  par  le 
sommet  au  premier. 

On  est  ainsi  ramené  à  trouver  la  résultante  des  droites  SPi, 
SPj...  considérées  comme  des  forces  tiranf  à 
partir  de  S.  C'est  la  question  du  premier  cas,  ^' 
sauf  que  m  doit  être  remplacé  par  m^,  h  et  r 
par  les  projections  Aj,  i\,  de  SPj  sur  l'axe  SO' 
et  sur  le  plan  M.  Les  projections  sur  SO'  ont 
pour  résultante 

I  —  m» 
et  les  projections  sur  le  plan   M   ont  pour  résul- 
tante 

G  =- 


v/i  -I-  m*  —  2m'^  cos  a 
Dans  le  plan  M,  je  prends  deux  nouveaux  axes 
coordonnés;  l'un  Sic'  est  la  direction  de  la  pro- 
jection de  SP, ,  c'est-à-dire  de  l'apothème  du 
triangle  Sab';  l'autre  Sy'  est  perpendiculaire  à  Sa;'  du  côté 
où  tombent  les  projections  de  SPj ...  La  résultante  G  fait 
avec   Sa;'   un  angle   Jj    tel  que 

I  —  m^  cos  a 
cosXi 


un  Xj 


y/i  -+-  m*  —  2m*  cos  a 
m^  sin  a 


y/i  -H  w*  —  2m*  cos  a 

Pour  trouver  /?,  r, ,  je  remarque  que  SPj  cl  l'apothème  Sco 

du  triangle   SAB'   sont  dans  un  même  plan  avec  l'axe   OSO' 

et  font  avec  lui  des  angles  complémentaires.  Par  suite,  les 

triangles  rectangles   SPjTr, ,  SOw  sont  semblables  et  donnent 


h 
Donc 


Ow 


SP, 

So) 


?nS 

Sco 


=  mAB'   =  2rm  sin  - 


r.  =  2mrli  sin  -  > 

a 


Ih 


D'oîi      N  = 


7nr^  sin  a 


mr"^  sin  a. 


2mrh  sin 


G 


y/ 1  -f-  m*  —  2m*  cos  ( 


Si  on  veut  trouver  les  composantes  de  G  suivant  les  axes  Sa;, 
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Sî/,   il  suffit  de  remarquer  que   Sx'  fait  avec  S.r  l'angle 
et  de  même   Sy'  avec  Sy.    On  trouve 


m7'h{ï  —  m"^)  8in  a 


I  -4-  ;»' 
et  suivant   SO 


M    r= 


■211V  COS  a 


W  =  -^  =  - 


2mrh(i  -+-  111^)  sin*  - 
I  +  ?n*  —  2m^  COS  y. 
mr^  sin  a 


I  —  nv 
Pour  obtenir  la  valeur   T   de  l'axe  du  couple  minimum,  il 
suffit  de  projeter  sur  la  direction  Sx-^  de  la  résultante  générale 
l'axe  du  couple  résultant  obtenu  pour  le  centre  de  réduction  S, 
ou  bien  ses  composantes.  On  obtient 

T  =  N'  cos  6  -+-  L  sin  0, 


avec 


cosO 


sin  0  — 


/ 


et  en  substituant,  on  obtient 


T  =  - 


87?i'rVi  sin  -  cos"- 

2  3 


l{i  —  m^){\  -+-  m^  —  2111'^  COS  a) 
Si  on  prend  pour  centre  de  réduction  le  point   A,   ou  tout 
autre  point  de   SA,   la  résultante  générale  et  le  couple  résul- 
tant ne  changent  pas. 


QUESTION  663 

.Solution  par  M.  Ernest  Foucart. 


Dans  un  tfiangle  ABC,  le  pied  de  la  hauteur  abaissée  de  A 
étant  A',  el  P,  Q  désignant  les  projec- 
tions de  B,  G  sur  le  rayon  AO  du 
cercle  ABC,  le  cercle  A'PQ  a  pour 
centre  le  milieu  de  BC.        (Bernes.) 

La  perpendiculaire  au  milieu  de 
PQ  passe  évidemment  par  le  milieu 
M  de  BG.  D^autre  paît,  le  quadrila- 
tère AA'QG  étant  inscriptible  et  AG 
étant  diamètre,  la  perpendicu-laire  au  milieu  N  de   QA'  passe 
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par  le  milieu  de  AC,  et  l'on  a  QÂ'B  =  QA.C  =  BAA';  ce  qui 
établit  que  QA'  est  perpendiculaire  à  BA.  Donc  la  perpendi- 
culaire au  milieu  de  QA'  est  parallèle  à  BA,  et  comme  elle 
passe  par  le  milieu  de  AC,  elle  passe  aussi  par  le  milieu  de 
BU,   donc,  etc. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Droz-Farnt;  E.  Leroy,  conducteur 
des  Ponts  et  Chaussées;  Goye.ns  :  L'Hcillier. 


QUESTION  664 

Solution  par  M.  L'Huillier. 


Par  le  sommet  A  du  triangle  ABC,  on  trace  une  cb'oite  quel- 
conque X  sur  laquelle  on  projette  B  et  G  en  P  et  Q;  et  E  étant 
la  rencontre  de  cette  droite  avec  la  médiatrice  de  BG,  on  porte, 
sur  X,  Ea  =  EB  et  on  projette  a  en  A'  sur  BG.  Le  cercle  A'PQ 
a  son  centre  au  milieu  de  BG. 

Plus  généralement,  si  X,  E  et  a  étant  définis  de  même,  A'  eU 
un  point  arbitraire  de  BG  et  V  et  Ç^,  les  rencontres  de  X  avec  les 
deux  parallèles  menées  par  B  et  G  dans  la  direction  définie  par 
(BP,  X)  :--  (BC,  aA')  où  les 
angles  sont  pris  en  grandeur 
et  signe,  à  Kt,  près,  le  cercle 
A'PQ  aura  son  centre  à  la 
rencontre  de  BG  et  d'une 
parallèle  à  a  A',  menée  par  E. 
(Bernes.) 

Nous  avons  par  hypothèse 

^^  =  BPE  =  B^=  cqe: 

Le  quadrilatère  BEwP  est 
iuscriptible,  donc 

Z^  =  ZbÈ 
D'autre  part,  le   quadri- 
latère BA'Pa  est  inscriptible, 
et  on  a 

a7pÈ  =  A'Ba. 
Alors   o.P'À'  -^  o.PE  -h  ATÈ  =  oiBE  +  A^  =  EBÎ, 
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Le  triangle  EB«  étant  isoscèle,  ou  en  conclut 

donc  toA'  =  wP. 

On  verrait  même  que   wA'  =  wQ;  donc,  etc. 
La  généralisation  demandée  est  facile  à  faire. 

QUESTIONS   PROPOSÉES 

750.  —  Toute  symédiane  AK  d'un  triangle  ABC  rencontre 
le  cercle  de  Brocard  en  un  second  point  D,  tel  que  celte 
symédiane  est  bissectrice  de  l'angle  BDC,  et  cet  angle  BDG 
est  double  de  l'angle   A.  (E.  Lauveniay.) 

751.  — Étant  données  deux  circonférences  0,  ai  dont  l'une 
passe  par  le  centre  w  de  l'autre;  par  l'un  des  points  communs 
G  à  ces  circonférences,  on  mène  une  transversale  arbitraire 
CAa,  rencontrant  la  circonférence  0  en  A  et  la  seconde  en  a, 
et  on  mène  la  droite  des  centres  rencontrant  la  circonférence 
(1)  en  deux  points,  dont  l'un  D  est  situé  du  même  côté  que  tu 
par  rapport  à  U,  on  trace    wA,  Da,   qui  se  rencontrent  en   E. 

1"  Démontrer  que  les  lieux  des  centres  des  cercles  inscrits, 
des  cercles  circonscrits  aux  triangles,  tels  que  AocE,  sont  des 
circonférences  ;  de  même,  les  lieux  des  centres  de  gravité  et 
des  orthocentres  des  triangles  AaE   sont  des  circonférences. 

2°  Montrerque  les  trois  derniers  lieux  sont  coaxaux  et  que 
ladroitejoignant  les  centres  du  deuxième  et  du  quatrième  lieu 
est  parallèle  à  la  corde  commune  C6   des  cercles   0  et  w. 

3"  Démontrer  que  !e  centre  du  second  lieu  est  également 
distant  du  centre  0  et  du  centre  de  la  circonférence  circons- 
crite au  triangle   u>DE. 

4"  On  joint  le  point  A  au  second  point  de  rencontre  L  de 
la  droite  aB  avec  la  circonférence  0,  cette  droite  AL,  la 
polaire  de  a  par  rapport  au  cercle  0  et  la  corde  commune 
BG   sont  trois  droites  concourantes. 

5"  Démontrer  que  le  lieu  du  centre  de  la  circonférence  cir- 
conscrite au  triangle  ALot  est  une  circonférence  concentrique 
au  cercle  0  et  que  tous  les  triangles  tels  que  ALa  ont 
même  orthocentre.  (E.  Lauvernay.) 
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752.  —  Étant  données  deux  circonférences  de  centres  res. 
pectifs  0,  M,  dont  l'une  passe  par  le  centre  w  de  l'autre;  par 
les  extrémités  B  et  G  de  leur  corde  commune  on  mène  les 
transversales  CAB',  BAC.  Le  point  A  étant  sur  la  circonfé- 
rence 0,  et  B',  C  sur  la  circonférence  w. 

1°  Démontrer  que  la  médiatrice,  la  médiane  et  la  hauteur 
relative  au  côté  B'  G'  du  triangle  AB'G'  passent  respective- 
ment par  les  points  fixes  co,  P  et  0  (P  étaut  le  pôle  de  BG 
par  rapport  à  la  circonférence  0). 

2°  Montrer  que  les  lieux  des  cenires  des  cercles  circonscrits, 
des  centres  de  gravité  et  des  orthocentres  des  triangles  tels 
que  AB'G'  sont  des  circonférences. 

3"  Dans  chacun  des  triangles  variables,  ABG,  AB'G',  on  mène 
les  droites  joignant  les  centres  du  cercle  circonscrit  à  l'ortho- 
centre  correspondant,  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

4°  Si  les  circonférences  0  et  w  sont  égales,  montrer  que  le 
lieu  précédent  est  une  droite  et  trouver  le  lieu  du  point  conju- 
gué harmonique  d'un  point  quelconque  A  de  l'une,  par  rapport 
au  diamètre  de  l'autre  passant  par  A.  (E.  Lauvernay.) 

753.  —  Dans  l'espace,  les  symétriques  d'une  même  figure 
par  rapport  à  deux  droites  quelconques  sont  deux  figures 
directement  égales. 

Réciproquement,  deux  positions  quelconques  d'une  même 
figure  dans  l'espace  sont  les  sj'métriques  d'une  seule  et  môme 
figure,  prises  respectivement  par  rapport  à  deux  droites. 

Déduire  de  la  proposition  réciproque  qu'on  peut  faire  passer 
une  figure  d'une  première  à  une  seconde  position  au  moyen  d'une 
translation  suivie  d'une  rotation  autour  d'un  axe  de  même 
direction  (axe  du  déplacement  hélicoïdal).  (G.  Tarnj.) 

754.  —  Dans  l'espace,  si  deux  figures  directement  égales 
ont  une  droite  double  .-.  ur  laquelle  les  divisions  égales  formées 
par  les  points  homologues  sont  de  sens  contraires,  ces  deux 
figures  sont  symétriques  par  rapport  à  une  droite. 

Si  deux  ligures  inversement  égales  ont  une  droite  double 
sur  laquelle  les  divisions  égales  homologues  sont  de  même 
sens,  ces  deux  figures  sont  symétricjues  par  rapport  à  un 
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plan   ou   peuvent  être  amenées   dans  cette  position  par  un 
simple  mouvement  de  translation  parallèle. 

Si  deux  figures  directement  (ou  inversement)  seujblables 
ont  une  droite  double  sur  laquelle  les  divisions  semblables 
homologues  sont  de  sens  contraires  (ou  de  même  sens),  il 
existe  un  plan  double  qui  les  coupe  suivant  deux  figures  planes 
inversement  (ou  directement)  homothétiques.      (G.  Tarry.) 

755. — Dans  l'espace,  les  symétriques  d'une  même  figure, 
prises  respectivement  par  rapport  à  trois  droites  quelconques, 
sont  trois  figures  directement  égales. 

Chaque  perpendiculaire  commune  à  deux  axes  de  symétrie 
est  l'axe  de  déplacement  hélicoïdal  de  deux  des  figures  direc- 
tement égales. 

Réciproquement('**),  trois  positions  quelconques  d'une  même 
figure  dans  l'espace  sont  les  symétriques  d'une  seule  et  même 
figure,  prises  respectivemsnt  par  rapport  à  trois  droites. 

Chaque  axe  de  symétrie  est  la  perpendiculaire  commune 
aux  axes  de  deux  des  déplacements  hélicoïdaux  qui  amènent 
les  figures  données  les  unes  sur  les  autres.  (G.  Tarry). 

766.  —  àBG  est  un  triangle  isoscèle.  On  abaisse  sur  la  base 
la  perpendiculaire  AH.  Sur  cette  droite,  on  a  le  centre  0  du 
cercle  inscrit  au  triangle  ABC  et  le  point  D  où  elle  rencontre 
le  cercle  circonscrit  à  ABC. 

Démontrer  que  si  AO  est  double  de  HD,  le  triangle  ABC 
est  équilatéral.  {Mannheim.) 

(*)  Celte  réciproque  est  connue.  (Voir  N.  A.,  1882,  p.  296.) 

RECTIFICATION  (*) 
735.  —  On  donne  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  et  de  centre  0, 
et  deux  points    P,  Q    sur   AB.    Trouver  sur  la  demi-circonférence  uu 
point   G   tel  que  le  triangle   CQP   ait  un  périmètre  maximum. 

fE.-N.  Barisien.j 

{*)  Nous  iloimons  ici  renoncé  de  la  question  7:Jo  recli/iè.  Celui  (jui  a  été  publié  condui- 
sait ù  une  solution  évidente. 

Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 

IMPRIMERIE  CENTKALK    DiiS  CHEMINS  IJE  KER. 
IMlnUMERIi;   CHAIX,    RUH   BEROÈKE,    20,    l'AKIS.  —  1  .'iO'J4-7-90. 
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SUR  LA  POLAIRE  D'UN  POINT 

PAR    RAPPORT    A   UNE   CONIQUE  (*) 


Par  M.  A.  Ti<«sot. 


On  peut  démontrer  par  la  géométrie  élémentaire  que  cette 
polaire  est  une  droite,  et  justifier  en  même  temps  la  construc- 
tion suivante  : 

On  joint  un  foyer  au  point  donné  ;  en  ce  foyer,  on  élève  une 
perpendiculaire  sur  la  droite  ainsi  obtenue;  le  point  où  cette 
perpendiculaire  rencontre  la  directrice  correspondante  appar- 
tient à  la  polaire.  On  joint,  au  foyer,  le  point  d'intersection 
de  la  directrice  avec  la  droite  qui  passe  par  le  centre  de  la 
conique  et  par  le  point  donné;  on  a  ainsi  une  perpendiculaire 
à  la  polaire.  , 

1.  —  Soient  0  (fig.  1)  le 
centre  de  la  conique,  F  un 
foyer,  DD'la  directrice  cor- 
respondante, A  un  point 
quelconque  du  plan  ;  tirons 
FA  et  OA;  menons  FB  per- 
pendiculaire à  FA  jusqu'à 
son  intersection  en  B  avec 
DD',  et  joignons  F  au 
point  de  rencontre  C  de 
DD'  avec  OA.  Il  s'agit  de 
démontrer  que  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  B 
sur  FG  sera  la  polaire  de 
A,  c'est-à-dire  que  si  l'on 
mène  par  A  une  sécante  quelconque   AS,  et  que  l'on  prenne 

(*)  Celle  Noie  précède  un  Iravail  .s»r  /«  ccrcks  bilaiincnls  atu-  a>iii(jues, 
donl  toules  les  démonstrations  sont  emprunlées  à  la  géométrie  élémen- 
taire, et  qui  repose  précisément  sur  ce  que  les  polaires,  dans  les  coniques, 
sont  rectilignes.  Nous  commencerons  sa  publication  dans  le  prochain 
numéro.  (G.  L.) 
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le  conjugué  harmonique  A'  de  A  par  rapport  aux  extrémités 
de  la  corde  interceptée,    BA'   sera  perpendiculaire  à   FC. 

2.  —  Soient  a  (fig.  2)  (*)  la  projection  de  A  sur  l'axe  focal 
FD,  et  H  le  point  où  AS  coupe 
DD' ;  menons  FH'  perpendiculaire 
à  FH,  FP  à  AS,  HE  à  AF,  et 
HGr  à  BF;  achevons  le  rectangle 
FPHK,    el  tirons   EK 

Si,  sur  FH  comme  diamètre,  on 
décrivait  une  circonférence,  elle 
passerait  en  E  et  eu  K,  d'où  l'on 
conclut  l'égalité  des  angles  AFH, 
EKH;  puis,  en  ajoutant  un  droit 
à  chacun,  celle  des  angles  AFH', 
EKF.  Mais  les  angles  FAH'.  EFK 
sont  aussi  égaux.  On  a  donc  deux 
triangles  semblables,  qui  donnent 
AF.EF  =.  FK.AH'  ou  AF.EF 
=  HP.  AH'. 

Les  triangles  AFa,  BGH  sont 
aussi  semblables  et  donnent  AF.GH 
=  Aa.BH  ou  AF.EF  =  Aa.BH. 

Des  deux  égalités  qui  viennent 
d'être  démontrées,  on  conclut 


(1) 


HP.  AH'  =:  Aa.BH. 


3.  —  Soient  R  (fig.  3)  le  point  de  rencontre  de  FP  avec 
DD',  et  M  celui  de  OR  avec  AS;  menons  MN  perpendi- 
culaire à  DD',  PL  à  MN,  01  à  FP,  et  IJ  à  OF.  Les  deux 
triangles  OU,  MPL  ayant  leurs  côtés  parallèles,  les  droites 
OM,  IP,  JL  seront  concourantes,  et  la  troisième  passera  en 
R.  H  suit  de  là  que  les  rapports  de  HP  à  MH  et  de  DJ  à  OD 
sont  tous  deux  égaux  ù  celui  do  LN  à  MN,  et  par  conséquent 
égaux  entre  eux.  On  a  ainsi 

(2)  DJ  .  MH  =  OD  .  HP. 


(*)  Pour  éviter  la  confusion,  on  a  fait  quatre  figures  au  lieu  d'une;  mais 
les  lettres  ont  dans  toutes  la  même  signilication. 
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4.  —  Le  triangle  HMR  f//^.5j  et  la  transversale  ACO  donnent 

AH  .  CR  .  OM  =  MA .  CH  .  OR. 
Prolongeons    LP    jusqu'à  son  intersection    Q    avec  l'axe. 
Les  lignes    OM,  OR    étant  proportionnelles  aux  lignes   JL, 
JR,   et  celles-ci  à   JQ,  DJ,  on  aura 

OR  .  JQ  =  OM  .  DJ. 
Élevons   OT   perpendiculaire  à  l'axe  jusqu'à  sa  rencontre 
en    T    avec  AS.   Les  lignes    CH,  OT    sont  proportionnelles 


aux  lignes   AC,  AO,    et  celles-ci  à   Da,  Oa,    On  a  donc  aussi 
Oa.CH  =  Da.OT. 
Par  P,    inonons  une  parallèle  à  l'axe  juscfu'à  sa  rencontre 
en   II   avec   IJ,    et,  de   C,    abaissons,  sur  FP,   la  perpendi- 
culaire GV;   nous  formerons  ainsi  deux  triangles  semblables 
IPU,  CRV,   qui  donneront   IP  .  GV  =.  CR  .  PU    ou 
IP.GV  ^  GR.JQ. 
Enfin,  prolongeons    IJ   jusqu'à  sa  rencontre  en   W   avec 
AS,  et  menons   Aa'   perpendiculaire  à   DD'.    On  aura,  par  les 
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triangles  semblables   AHA',  IPW,    Aa' .  IW  =  AH  .  IP   ou 
Da  .  OT  ^  AH  .  IP. 
Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  cinq  égalités  mises 
à  la  ligne  dans  ce  paragraphe,  il  viendra 

(3)  Oa.GV  r=  MA.DJ. 

5.  —  Multiplions  aussi  membre  à  membre  les  égalités  (1), 
(2),  (3)  et  la  suivante 

OD.Aa  =  GD.Oa, 
laquelle  est  fournie  par  les  triangles  OAx,  OCD;  nous  obtien- 
drons 

(4)  MH.AH'.GV  =  MA.BH.CD. 

6.  —  On  sait  que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles 
à  AS  est  une  droite  passant  par  R  (*)  ;  dans  les  figures  précé- 
dentes, M  est  donc  le  milieu  de  la  corde  interceptée  sur  AS. 
On  sait  aussi  que  H,  H'  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  extrémités  de  cette  corde,  de  sorte  que  le  carré 
de  la  demi-corde  est  égal  à  MH.MH'.  Ce  carré  est  encore 
égala  MA. MA',  puisque  nous  supposons  que  A'  est  le  con- 
jugué harmonique  de   A   par  rapport  aux  mêmes  extrémités. 

Par  conséquent,  les  deux  produits  sont  égaux,  et  l'on  a 
MH  _  MA' 

^^'  MA  "  Mît  ' 

Deux  points  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  extré- 
mités d'un  segment  sont  toujours  d'un  même  côté  du  milieu 
de  ce  segment.  Ainsi  H,  H'  sont  d'un  même  côlé  de  M,  et 
A,  A'  pareillement.  Si  les  quatre  points  sont  du  même  côté 
de  M,  la  différence  entre  les  numérateurs  des  deux  rapports 
de  l'égalité  (o)  sera  HA',  et  la  différence  entre  les  dénomina- 
teurs correspondants  sera  AH'.  Si  M  est  entre  les  deux 
segments,  HA'  sera  la  somme  des  numérateurs,  et  AH'  celle 
des  dénominateurs.  On  aura  donc,  dans  tous  les  cas, 
MH  _  HA' 
MA  ~  ÂH" 

(*;  Voir,  pour  la  démonstration,  VEtiide  sur  la  géomcirie  clémcnlairc  des 
ecctùms  coniques,  par  M.  Auguste  Mouel.  (J.  E.,  1890,  p.  78.) 
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ce  qui  simplifie  l'égalité  (4),  et  la  ramène  à 
(^^  CD^GV* 

7.  —  Dans  le  triauglc  BHA.'  (fig.  4),  menons  deux  des  hau- 
teurs, A'X  et  BY  ;  soit  Z  leur  point  d'intersection;  tirons 
HZ.  Cette  ligne  devant  être  la  troisième  hauteur  se  trouvera 
perpendiculaire  à    BA'.   Tirons  aussi    DV    et    XY.    D'après 


s 

D' 

Z 

\        vT^:;;:;-^ 

c 

A    \v          / 

\         F                           D 

oC               T 

Fig.  4. 

l'égalité  (6),  les  angles  égaux  DCV,  Â'HB  se  trouvent  com- 
pris, dans  les  triangles  de  même  nom,  entre  côtés  proportion- 
nels; de  là  résulte  la  similitude  des  deux  triangles  et  l'égalité 
des  angles  YDG,  BA'H.  Mais  ce  dernier  est  égal  à  l'angle 
BXY,  parce  que  le  quadrilatère  BA'XY  est  inscriptible  dans 
la  circonférence  décrite  sur  BA'  comme  diamètre;  donc  les 
angles  VDG,  BXY  sont  égaux,  et  les  ligues  DV,  XY  sont 
parallèles.  Nous  avons  ainsi  deux  quadrilatères  GDFV,  HXZY 
qui  ont  leurs  côtés  parallèles  et  une  diagonale  de  l'un  parai- 
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lële  à  une  diagonale  de  l'autre;  ils  sont  homothétiques,  et  les 
deux  autres  diagonales  FG,  HZ  seront  aussi  parallèles;  comme 
la  seconde  est  perpendiculaire  à  BA',  il  en  sera  de  mémo  de 
la  première.  Donc  BA.'   est  perpendiculaire  à  FG. 

NOTE 

RELATIVE   A   LA   DISTANCE   DU    CENTRE    DU   CERCLE   CIRCONSCRIT 

A    UN   TRIANGLE   A    SON   CENTRE   DE    GRAVITÉ 

Par  un  Anonyme. 


Autre  solution  géométrique  (voir  page  169). 

Soit  ABC  le  triangle,  dont  les  côtés  ont  pour  longueurs 
rt,  6,  c;  appelons  G  son  centre  de  gravité,  H  son  orthocentre 
et  0  le  centre  du  cercle  de  rayon   R  circonscrit  à  ce  triangle. 

Projetons  H  en  P  sur  AO  et  prolongeoQS  ce  rayon  jus- 
qu'en D  oii  il  coupe  la  circonférence;  appelons  I  le  pied  de 
la  hauteur    AH    et    J    le  point  oîi  cette  droite  rencontre  la 

circonférence. 

OH 
On  a  OG   on  d  =  -75- > 
o 

ÔH-  =  R^  +  ÂH^  -  2.A0  X  AP. 
Mais 

ÂÎT'  :=  4R»  -  a^  2AO  X  AP  =  AH  X  AJ  =  ÂH"  -  HT' 
=  c^  -  BH  '  =  c'-  -  4R'^  +  6^  ; 
donc   UH^   ou   grf»  =^  gR^  -  (a^  +  b^  -\-  c*). 

^2    _|_    ^2     _|_  g2 

Finalement,        d^  =  R^ 


EXERCICES  SUR  LES  DETERMINANTS 

Par  M.  Elgé. 

[Suite,  voir  page  170.) 


7.  —  Calculer  le  déterminant 

I                                I  I 

a  +  b  -\-  c                   a  +  b  a  +  c 

{a  +  b  +  c){a-h  b)     {a  -hb  —  c)  (a  +  b)  a{a  +  c) 
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En  retranchant  la  première  colonne  des  deux  autres,  on  a 
I  o  o 

a  -h  b  +  c  —  c  —  b 

{a -h  b  +  c) {a -h  b)     —2c{a  +  b)     —h{b  +  c+2a) 
ou  t^  =  bc{c  —  b). 


8.  —  Démontrer  que  le  déterminant 


2C 


I 

2a 


b  -\-  c  —  a 
I 


I 
26 


a  +  b  —  c 
I 

I 


a  -i-  c  —  b 
est  égal  à  l'unité. 

Le  calcul  direct,  comme  nous  l'avons  constaté  et  comme  on 
pourra  le  vérifier,  est  assez  pénible;  il  aboutit  bien  entendu, 
mais  on  lui  préférera  la  méthode  suivante. 
Posons  : 

b  +  c  —  a  =  u, 
c  +  a  —  b  =  V, 
a  +  b  —  c  =  w, 


nous  aurons 

w 

V  +  IV 
V 

w 
u 

u  -h  ÎV 

u  +  V 
u 

V 

^uvw 

Le  déterminant  s'annule  visiblement  quand  l'une  des  quan- 
tités u,  V,  w  est  nulle;  il  représente  donc  le  produit  uvw, 
à  un  facteur  constant  près.  Eu  prenant  u  —  v  =  w  =  i.  on 
voit  que  la  valeur  correspondante  du  déterminant  est  égale 
à  4. 

Finalement,  on  a  A  =  r. 


I 


9.  —  Démontrer  que 
I  I 

b  +  c  +  d       c  +d  +  a      d-i-a+  b 

bc  +  cd  +  bd 

bcd  

est  un  déterminant  de  Vandermondc. 


A  = 


a  +  b 
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On  voit  que  ce  déterminant  s'annule  quand  deux  quel- 
conques des  letttres  prennent  des  valeurs  égales;  A  est  donc, 
à  un  facteur  numérique  près,  un  déterminant  de  Vauder- 
raonde.  Mais,  si  l'on  propose  de  le  transformer  pour  lui 
donner  la  forme  même  du  déterminant  de  Vandermonde,  on 
donne  lieu  à  un  exercice  de  calcul  intéressant. 

Nous  indiquerons  seulement  la  marche  que  l'on  peut  suivre 
pour  arriver  à  ce  résultat. 

1°  On  multiplie  les  colonnes  respectivement  par  a,  b,  c,  cl. 
La  dernière  Jigne  est  alors  formée  d'unités;  la  première 
devient  a,  b,  c,  d. 

2°  On  multiplie  la  première  ligne  par  a  -{-  b  +  c  +  d  et  on 
la  retranche,  cette  multiplication  une  fois  faite,  de  la  deuxième. 
Celle-ci  devient  a%  6%  c%  d"-. 

'À°  On  multiplie  la  deuxième  ligne  par  a  +  b  -{-  c  +  d\  la 
première,  par  Sa6;  on  ajoute  la  deuxième  ligne  à  la  troisième 
et  on  retranche,  de  ce  résaltat,  la  première  qui  a  été  multipliée 
comme  il  a  été  dit.  Le  déterminant  de  Vandermonde  apparaît 
enfin  sous  sa  forme  classique. 

On  pourra  généraliser  cet  exercice  en  prenant  5,  6,  . . .  n 
lettres. 


10.  —  Calculer  les  déterminants  suivants 
sin(p 

Aj  =  coso 


—  sin  2ç 
sin  29 
I 


COS  cp 

sin  cp 
cotg  cp 

a  —  b 
a  -h  b 

,       {a  +  b){a  -h  26) 


A,  - 


3X  -  2tJL 
A 

Xa 


2A  —  [JL 

Nous  donnerons  simplement  les  résultats,  avec  une  rapide 
indication  sur  la  marche  du  calcul. 

l°Pour  Al  on  retranche  la  deuxième  colonne  delà  première; 
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le  facteur  sin  cp  —  coscp   apparaît  dans  la  première  colonne; 
on  le  fait  sortir  et  ou  ajoute  la  première  ligne  à  la  deuxième. 

Résultat:  ài  =  —  cos  29  (  i  +  2sin9  +  2COS9). 

2°  Retranchez,  d'abord,  de  la  troisième  ligne  la  deuxième; 
le  facteur  b  apparaît;  après  l'avoir  supprimé,  retranchez  de 
la  deuxième  ligne  la  première. 

Résultat  :  Aj  ~  2ah. 

3"  On  suit  la  marche  indiquée  dans  l'exercice  précédent;  on 
trouve  Aj  =  2  (a  —  X)(2X  — tx).  Le  déterminant  A,  se  déduit 
d'ailleurs  du  précédent,  en  posant  a  +  b  =:  \,  a  -\-  2b  =  [x. 
On  peut  ainsi,  en  partant  d'un  déterminant  très  simple,  et  en 
effectuant  une  transformation  par  le  changement  de  la  nota- 
tion, fabriquer  en  nombre  indéfini  des  déterminants  dont  le 
calcul  peut  être  rendu  très  pénible,  mais  dont  le  résultat  a  le 
même  genre  de  simplicité  que  celui  qui  appartenait  au  déter- 
minant initial.  (A  suivre.) 

NOTICE  HISTORIQUE 

SUR    LA   GÉOMÉTRIE  DE  LA  MESURE 
Par  M.  Aubry 

(Suite,  voir  page  173.) 


MÉTHODE   d'eXUAUSTION 

Il  est  hors  de  doute  que  les  Anciens  pensaient,  au  fond, 
comme  nous  au  point  de  vue  des  infiniment  petits;  mais  — 
et  quelle  gratitude  ne  leur  en  doit-on  pas?  —  au  lieu  de  bâtir 
directement  des  théories  sur  ce  terrain  inconnu,  ils  aimèrent 
mieux  en  asseoir  solidement  les  bases  à  l'aide  de  méthodes 
détournées  mais  inattaquables.  Du  moins  pour  les  démonstra- 
tions, car  il  est  évident  pour  nous,  — comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  et  même  la  lecture  d'Archimède  le  prouve,  —  que  leurs 
propositions  ont  été  découvertes  par  des  voies  plus  cxpédi  tives 
analogues  aux  méthodes  modernes,  sauf  à  les  vérifier  ensuite 
par  leurs  rigoureuses  méthodes  de  démonstrations.  Ces 
méthodes,  d'ailleurs  tout  à  fait  synthétiques,  ne  sont  aucune- 
ment propres  à  mener  aux  découvertes. 
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La  première  idée  des  infiniment  petits  paraît  due  aux  phy- 
siciens et  aux  astronomes.  On  peut  la  voir  dans  le  principe  de 
la  divisibilité  indéfinie  des  corps  mis  en  avant  d'abord  par 
Zenon  d'Élée,  et  qui  résultait  probablement  de  la  considéra- 
tion d'objets  ])risés  en  fragments  de  plus  en  plus  petits.  Les 
astronomes,  de  leur  côté,  ont  dû  s'habituer  de  bonne  heure  à 
considérer  certaines  quantités  comme  négligeables  :  par 
exemple,  prendre  la  terre  comme  un  point  dans  le  ciel  et  les 
rayons  lumineux  émanés  d'un  astre  comme  parallèles  (*).La 
théorie  des  incommensurables,  imaginée  par  Pythagore,  et 
étudiée  par  Démocrite  et  Euclide,  était  l'introduction  de  cette 
idée  en  mathématiques.  Un  pas  en  apparence  plus  direct  fut 
fait  par  Antiphon  (voir  plus  haut).  L'école  de  Platon,  d'où  est 
sortie  la  théorie  des  coniques,  et  qui  imagina  la  construction 
de  la  tangente  à  ces  couibes,  n'a  pas  davantage  contribué  à 
faire  naître  la  méthode  infinitésimale;  leur  manière  de  conce 
voir  la  tangente  ne  s'appliquant  qu'aux  seules  coniques,  et 
encore  fortuitement,  parce  que  chaque  diamètre  coupe  égale- 
ment leurs  ordonnées  (**).  Aristote  émet  sur  l'infini  et  sur  la 
continuité  quelques  considérations  qui  ne  pouvaient  non  plus 
donner  aucune  ouverture  directe  pour  hâter  la  découverte  de 
la  méthode.  Il  faut  arriver  jusqu'à  Eudoxe  et  Euclide,  qui  ont 
fondé  la  méthode  cVexhauslion  ou  des  limites. 

Le  premier  principe  de  cette  méthode  peut  s'exposer  ainsi 
on  langage  moderne  : 

(A)  Si  deux  quantités  variables  G,  g,  restent  toujours  propor- 
tionnelles en  croissant  ou  décroissant  constamment  vers  deux  limites 
Q,  q,  dont  elles  peuvent  ne  différer  que  de  quantités  données  quel- 
conques, les  limites  Q,  q  sont  dans  la  même  proportion.  Posons 

(*)  Arislarque  de  Samos  et  Ptolémée  (op.  cit.  J.  E.,  1895,  p.  105  et  126) 
cmellent  la  premièro  de  ces  propositions.  La  deuxième  est  admise  par 
Arislarque  qui  considère  comme  un  grand  cercle  de  la  lune,  le  cercle 
séparatif  de  la  lumière  et  de  l'ombre.  Archimède  adopte  la  môme  idée 
dans  son  ^Fa[j.[j.iT£ç,  et  même  dans  ses  diverses  propositions  sur  les  centres 
de  gravité,  il  considère  comme  parallèles  les  directions  de  la  pesanteur. 
On  peut  voir  aussi  Théon  de  Smyrne,  etc. 

(**)  Nous  donnerons  prochainement  une  histoire  du  problème  des  tan- 
gentes et  des  maxima  et  minima,  qui  exposera  l'origine  du  calcul  dilléren- 
tiel,  comme  la  présente  notice  développe  celle  du  calcul  intégral. 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  203 

C         0 

—  —  —  et  soit  d'abord  r/  >  a.  Appelons  t  l'oscës  de  q  sur  a 

g         a 

et  supposons  les  deux  variables  croissantes.  Si  nous  consi- 
dérons les  valeurs  G,  g  telles  qu'on  ait  q  —  g  <.  e,  ce  qui  est 
toujours  siipposable,  comme  G  <  Q,  on  devrait  avoir  g  <,  ce, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  par  hypothèse  g  >  q  —  t  =  a.. 
Ainsi  on  ne  peut  avoir 

G        Q 

(a)  —  =  —         et       q  >  a. 

9        ^ 

G        Q 

boit  maintenant  —  =  —       et      7  <  «. 

Q         ^ 
Posons  — -  =  —  » 

Q      P 

Gomme  a  >  7,  ou  aura 

1  =  1   ''   '^>^ 

relations  contradictoires  d'après  (a).  La  quatrième  propor- 
tionnelle a  à  G,  g,  Q,  ne  pouvant  être  ni  plus  grande,  ni  plus 
petite  que  q,  elle  lui  est  éijale.  c.  q.  f.  d. 

En  particulier,  si  les  valeurs  de  G  sont  toujours  égales  à  celles 
de  g,    les  deux  limites  Q,  q  sont  égales. 

Par  la  suite,  nous  désignerons  cette  proposition  sous  le  nom 
de  théorème  d'Eudoxe,  Lieu  qu'il  ne  l'ait  pas  donné  explicite- 
ment. 

La  méthode  d'exhaustion  s'appuie  aussi,  souvent,  sur  ces 
deuxlemmes  que  nous  avons  déjà  rappelés  (7.5.,  1894,p.49(*). 

(*)  Nous  saisissons  celle  occasion  pour  faire  une  reclificaliou  à  rarticle 
en  question  :  la  première  considcralion  directe  de  la  progression  décrois- 
sante à  l'infini  et  sa  sommaliou  appartiennent  à  Vièle.  Dans  ses  Var.dereb. 
math.  resp.  iTours  1593),  il  dit  :  «  iii  fuerint  inagniludines  continue  propor- 
tionales:  erit  ut  terminus  rationis  major  ad  tenninum  rutiunis  viinoramy  ita 
differcntia  compositœ  ex  omnibus  et  minimœ  ad  differenliam  conipusitœ  ex 
omnibus  et  minimœ.  Sint  mafjnitudines  continue proporlionale^,  quai  um  muxima 
sil  D,  minima  X  et  compoiita  ex  omnibus  F,  et  sit  ratio  mujorisud  minorem 
sicul  D  ad  B.  D'co  esse  ut  D  «d  13,  ita  F  minus  X  ad  F  minus  D.  Al 
vero  cum  magnitudines  sunt  continue  proportionales  in  infinitum  ubibit  X  in 
nilnlum.  El  cvanescere  usserent  Meclianici,  cum  minima  quunlitas  sub  sit  tan- 
tum  intellectu.  »  Il  convient  d'ajouter  que  les  écrits  de  Viéle  ont  toujours 
été  extrôoaement  rares  avant  l'édition,  malheureusement  incomplète,  qu'en 
a  faite  Schooten  en  1646. 
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(B)  Si  on  ajoute  un  certain  nombre  de  fois  une  grandeur  à  elle- 
même,le  résultat  finira  par  dépasser  une  quantité  donnée,  si  grande 
quo?i  la  suppose.  Cet  axiome  a  été  signalé  par  Archimède  comme 
ayant  été  d'un  grand  usage  chez  ses  devanciers. 

(G)  Si  d'une  grandeur  quelconque,  on  retire  la  moitié  ou  plus  de 
sa  moitié,  du  reste,  sa  moitié  ou  plus  de  sa  moitié,  et  ainsi  de  suite 
un  certain  nombre  de  fois,  le  dernier  reste  sera  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée,  si  petite  qu'on  la  suppose.  Cette  proposition  se 
trouve  dans  Euclide,  comme  nous  l'avons  dit  (l.  cit.) 

(A  suiv7'e.) 

EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Aug^.  Boutin. 


431.  —  ABGD  étant  un  cari'é  inscrit  da?îs  un  cercle  de  centre  0, 
on  joint  les  sommets  de  ce  carré  à  un  point  quelconque  M  ;  ces 
droites  rencontrent  respectivement  la  circonférence  en  A',  B',  G',  D' . 
Soient  A",  B",  G",  D",  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
M  sur  les  côtés  du  quadrilatère  A'B'G'D';  P,  le  point  de  concours 
des  diagonales  de  ce  dernier  quadrilatère,  démontrer  que  : 

/°  0,  P,  M,  sont  en  ligne  droite. 

2"  Le  quadrilatère  A"B"G"D''  a  ses  diagonales  égales  et  à  angle 
droit. 

3°  A"M,  B'M,  CM,  D"M,  sont  les  symétriques  des  diagonales 
de  A"B"C"D'  par  rapport  aux  bissectrices  des  angles  de  ce  qua- 
drilatère. 

4*^  Les  droites  de  Newton  des  quadrilatères  A'B'G'D',  A"B"G"D", 
sont  rectangulaires. 

432.  —  On  peut  considérer  un  triangle  et  la  tangente  en  un  de 
ses  sommets  comme  un  quadrilatère  limite;  en  prenant  alternative- 
ment la  tangente  en  chacun  de  ses  sommets,  on  a  ainsi  trois  quadri- 
latères limites  :  Qa,  Qb»  Qc*  D'un  point  quelconque  M  du  plan, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  de  Qa ,  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère   Va  podaire 

M;   Pb ,  Pc  étant  des  quadrilatères  podaires  analogues  de  M, 
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par  rapport  à   Q,,,  Q,.;  soient  N^,  N(, ,  Ne,   les  droites  de  Newton 
de   Pfl,  P(> ,  Pc,"  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

/"  Na,  Nb,  Ne,   concourent  en  un  même  point   v. 

2°  Ces  droites  forment  entre  elles  des  angles  égaux  à  ceux  du 
triangle   ABC. 

5°  Si  E  est  le  point  de  concoui^s  des  droites  de  Simson  des  points 
où  OM  rencontre  la  circonférence  circonscrite  à  ABC,  (0  centre 
de  celle  circonférence),  le  point  v  est  le  milieu  de  ME. 

4°  M'   étant  le  symétrique  de   M  par  rapport  a   0,  N^,  Nj,,  N^ 

des  droites  analogues  à  Na ,  Nt, ,  Ne  ;  N^  et  Na  sont  parallèles  ;  N 

et  Nj,,  Ne  et  Ne  le  sont  également. 

Cette  proposition  peut  Gtre  généralisée  de  la  manière  suivante  : 

R   étant  un  point  quelconque  du  plan  du  triangle  et  Ba  ,  Rb ,  Rc ,   les 

droites  de  Newton  des  quadrilatères  podaires  de  R,  par  rapporta  Qa, 

Qb,  Qc,  on  a 

angle  (  Na  ,  Ra  )  =  angle  (  Nô  ,  Rb  )  =  angle  (  Me ,  Rc  )  =  MOR. 

433.  —  Sur  une  corde  M^M^  d'uîie  hyperbole  équilatère  comme 
diamètre,  on  décrit  une  circonférence  ;  celle-ci  ne  coupe  la  courbe 
en  deux  points  réels  que  si  M^  et  Mj  appartiennent  à  des  branches 
différentes  ;  en  ce  cas,  Mj  et  Mt  éta?it  les  autres  points  d'intersec- 
tion, M3M4  est  un  diamètre  de  l'hyperbole. 

2°  MjMj  se  déplaçant  parallèlement  à  elle-même,  M3  et  M^ 
restent  fixes. 

3°  M1M3  et  M3M4  sont  antiparallèles  par  rapport  aux  asymp- 
totes de  l'hyperbole. 

434.  —  AA'  étayit  un  diamètre  fixé  d'un  cercle,  MM'  un  diamètre 
mobile  ;  le  lieu  des  foyers  des  ellipses  inscrites  ou  circonscrites  au 
rectangle  AMA'M'  est  une  lemniscate. 

BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  MODERNE 

(LET  TRES-SCIENCES) 

(7  juillet  1896.) 


Académie  de  Caen. 

Questions  au  choix  :  1"  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  à  moins  d'une 
unité.  —  Théorie. 
2°  Mener  les  tangentes  à  une  ellipse  par  un  point  P  non  situé  sur  la 
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courbe  :  condition  de  possibilité.  Lieu  des  points  P  tels  que  les  tangentes 
obtenues  soient  rectangulaires. 

3"=  Révolutions  sidérales  et  -ynodiqucs  de  la  lune.  Établir  une  relation 
entre  leurs  dure'es  et  celle  de  l'année. 

Problème.  —  Étant  donnée  une  demi-  circonférence  de  rayon  R,  limilée 
par  un  diamètre  AB  dont  le  milieu  est  en  0,  par  un  point  S  pris  sur 
le  prolongement  du  rayon  OA,  on  mène  une  tangente  ST  à  la  demi- 
circonférence. 

En  faisant  tourner  la  figure  autour  de  BS,  la  droite  ST  engendre  la  sur- 
face latérale  d'un  cône,  l'arc  TB  une  zone.  Déterminer  la  longueur  OS 
de  telle  sorle  que  l'aire  de  la  surface  conique  ajoutée  au  quintuple  de 
l'aire  de  la  zone  donne  une  somme  connue  2twR//i.  Discussion  suivant  les 
diverses  valeurs  attribuées  à  m. 

Académie  de  Rennes. 

Questions  au  choix:  1°  Théorie  des  diviseurs  communs  à  deux  nombres 
déduite  de  la  division.  Définition  de  deux  nombres  premiers  entre  eux. 
Deux  pareils  nombres  étant  donnés,  par  quels  facteurs  faut-il  multiplier 
l'un  pour  avoir  des  produits   divisibles  par  l'autre? 

2°  Inégalités  du  second  degré.  Définition  et  propriétés  des  logarithmes 
vulgaires. 

Problème.  —  Dans  le  plan  d'un  rectangle  dont  AB  —  2a,  AB'  =  2a' 
sont  les  côtés  on  prend  un  point  G  tel  que  les  angles  BAG,  BA'G  aient 
la  même  valeur  a.  Calculer  ses  distances  aux  quatre  côtés.  Il  y  a  entre 
elles  trois  relations  indépendantes  de  a,  les  indiquer.  Calculer  les  angles 
CBA,  GB'A  en  fonction  de  a  et  des  cotés  ainsi  que  les  rapports  de  dis- 
tance G  à  deux  des  sommets  opposés. 

Académie  de  Toulouse. 

Questions  au  choix:  i."  Inégalité  des  jours  et  des  nuits; 

2°  Mesure  du  temps.  Jour  solaire  vrai.  Jour  solaire  moyen. 

3°  Lois  de  Kepler.  Inégalité  des  saisons. 

I.  Questions  au  choix  :  1"  Plus  courte  distance  de  deux  droites.  Cas 
particulier  où  l'une  de  ces  droites  n'est  autre  que  la  ligne  de  terre  ; 

2°  Dans  un  plan  dont  les  traces  font  45°  avec  la  ligne  de  terre,  on 
place  un  cercle  de  0™,03  de  rayon  et  tangent  à  la  fois  aux  deux  traces. 
Déterminer  les  projections  de  ce  cercle  ; 

3"  On  donne  une  pyramide  hexagonale  régulière  reposant  par  sa  base 
sur  le  plan  horizontal,  et  l'on  demande  la  section  faite  dans  celle  pyra- 
mide par  le  plan  bissecteur  de  l'un  des  drièdres  à  la  base. 

II.  Problème.  —  Étant  donnés  un  angle  droit  POQ  et  une  droile  OR 
faisant  30"  avec  OQ,on  demande  comment  il  faut  placer  une  droile  AB  de 
longueur  donnée  a  dans  l'angle  POR  pour  que  le  tionc  de  cône  qu'elle 
engendre  en  tournant  autour  de  OQ  ait  une  surface  latérale  donnée  m"^. 
Maximum  de  cette  surface. 

I.  Questions  au  choix  :  1"  Définition  et  propriétés  du  trièdre  supplémen- 
taire d'un  trièdre  donné; 

2°  Étant  donnée  une  sphère  solide,  trouver  son  rayon  par  une  construc- 
tion plane; 

3°  "Volume  d'un  segment  sphérique. 
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U.  Problème.  —  Par  un  point  donné  M,  à  l'intérieur  d'un  angle  XOY  =  a. 
et  à  dislances  «  et  b  des  côtés  OX,  OY,  mener  une  droite  AB  telle  que  le 
produit  AM  X  MB  ait  une  valeur  donnée  K*.  —  On  prendra  pour  inconnue 
l'angle  x  que  le  côté  OX  fait  avec  AB. 

Examiner  si  la  question  comporte  un  maximum  ou  un  minimum  pour 
K'',  donner  l'expression  de  ce  maximum  ou  de  ce  minimum,  ainsi  que 
celle  de  l'angle  x  qui  lui  correspond. 

Quesiions  au  choix  :  1°  Réduction  à  trois,  puis  à  deux,  des  forces  en 
nombre  quelconque  appliquées  à  un  corps  solide  ; 

2°  Définir  la  vitesse  à  un  instant  donné  dans  un  mouvement  varié  quel- 
conque. Appliquer  au  mouvement  déterminé  par  la  relation  e  =  r/i'  dans 
laquelle  (/  est  une  constante,  e  l'espace  parcouru  au  bout  du  temps  t; 

3°  Relation  entre  les  moments  de  deux  forces  concourantes  et  celui  de 
leur  résultante  par  rapport  à  un  point  pris  dans  le  plan  des  deux  forces. 

II.  Problème.  —  On  donne  dans  un  triangle  un  côté  a,  l'angle  opposé 
A  et  le  rayon  r  du  cercle  inscrit.  Calculer  les  angles   B   et  G. 

Académie  de  Besançon. 

I.  Un  vase  de  forme  polyédrique  a  pour  base  un  rectangle  dont  les  côtés 
sont  a  et  b,  la  hauteur  du  vase  est  /i  ;  il  se  termine  à  un  rectangle  parallèle 
à  la  base,  ayant  pour  côtes  a  -{-  h  el  b  -\-  h  ;  les  centres  des  deux  rectangles 
sont  sur  la  même  verticale.  Évaluer  le  volume. 

II.  Maximum  et  minimum  de  la  fraction 

x^  -+-  I 

(x  —   l)   [x  —  2)' 

m.  Étant  données,  dans  le  plan  horizontal,  deux  droites,  AB  et  CD,  les 
droites  AB  et  CD,  sont  les  bses  de  deux  triangles  équilatéraux  verticaux; 
on  demande  la  longueur  de  la  droite  qui  joint  les  sommets. 

Quesiions  au  choix;  i"  Composition  et  décomposition  des  couples. 

2°  Réduction  d'un  système  de  forces  à  une  force  et  à  un  couple. 

3°  Conditions  d'équilibre  d'un  corps  mobile  autour  d'un  axe  fixe. 

II.  Problème.  —  Soient  deux  droites  AB  =  2r,  CD  =  2R  perpendi- 
culaires en  leurs  milieux  à  la  droite  00'  qui  joint  ces  milieux;  on  mène 
les  droites  AC,  AD,  BC,  BD  et  on  fait  tourner  la  ligure  autour  de  00'. 

1°  Evaluer  le  volume  engendré  par  le  triangle  BID. 

2»  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  R  et  r  pour  que  l'on  ait  : 
Vol.  BID  =  Vol.  OIH  -i-  Vol.  O'ID. 

3»  Étudier  la  variation  du  rapport 

Vol.  BID 

Vol.  OIB  4-  Vol.  O'ID 

T) 

lorsque  —  varie,  et  trouver  le  maximum  de  ce  rapport  ainsi  que  la  forme 
r 

correspondante  de  la  fi^çure  ABDG. 
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QUESTION  229 

^iolution  par  M.  II.  L'Huillier. 


On  donne,  dans  un  plan,  un  angle  xCy  et  un  point  A.  Par 
les  points  A,  G,  on  fait  passer  deux  circonférences.  Soient  E,  F, 
puis  G,  H  les  points  où  elles  coupoit,  respectivement,  les  côtés  de 
l'angle.  Sur  CE  e^  CH,  on  construit  le  parallélogramme  ECHP. 
Sur  GF  et  CG,  on  construit  le  parallélogramme  FGGQ.  Cela 
posé  :  1°  la  droite  PQ  est  ^perpendiculaire  à  la  droite  de  Simson, 
relative  aux  données;  2^  elle  piasse  au  point  de  concours  des  cordes 
EF,  GH.  (Catalan.) 

1°  Les  triangles    AEG,  AFH  sont  semblables  (trois  angles 

AE       EG       ojQ 
égaux),  alors  —-^  —  =.—, 


Soit    KL  la   droite  de   Simson,  relative  au  point  A;   les 
triangles  AKL,  AEF   sont  semblables  (trois  angles  égaux), 
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AE       AK  ,  AK       o>Q 

on  a  :  —-  =  -—,  donc         —-  ^ —-' 

AF       AL  AL        oP 

Les  triangles  AKL  et  coQP  sont  semblables,  et  comme  wP, 
(oQ  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  AK,  AL 
on  voit  que  PQ  est  perpendiculaire  à  KL. 

2"  Ou  voit  immédiatement  sur  la  ligure  que 
Ftrf_Qîrf_GH_CH_EP 

FH  "  "QP  ~  g7  ~  Ëy  ~  Ey  * 
Les  trois  droites  FE,  HG,  PQ  partageant  les  deux  parallèles 
Cx  et  EP  en  parties  proportionnelles,  concourent  en  un  certain 
point   R. 


QUESTION    360  ^ 

Siolution  par  M.  II.  L'Hliixier. 


Si  les  droites  OA,  OA'  sont  symétriques  par  rapport  à  la  bissec- 
trice de  l'angle  XOY,  et  si  B,  C,  B',  C  sont  les  projections  de  A,  A 
sur  OX,  OY  ;  2,^^  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  de 
concours  des  côtés  homologues,  sur  les  droites  joignant  les  sommets 
opposés,  concourent  en  un  même  point;  p  les  triangles  ABC, 
A'B'C   sont  en  perspective.  (B.  Sollertinsky.) 

l^Lesdroites  OA,  OA'  étant  isogoaales,  les  points  B,  C,  B',  C 
sont  sur  une  circonférence  A  dont  le  centre  est  au  milieu  Q 
de  AA'.  Soit  P  le  second  point  commun  aux  circonférences 
circonscrites  aux  quadrilatères  OABC,  OA'B'C.  La  ligne 
de  leurs  centres  est  perpendiculaire  au  milieu  de  OP  ;  les 
points  A,  A'  étant  diamétralemeut  opposés  à  0  dans  ces 
circonférences,  il  eu  résulte  que  AA'  passe  par  P  où  elle 
est  perpendiculaire  à  OP.  D'autre  part,  les  droites  OP,  BC, 
B'C  (axes  radicaux  de  trois  cercles)  concourant  en  a,  OP  est 
la  polaire  du  point  de  rencontre  o  des  droites  BB',  CC  par 
rapport  à  A.  Donc  la  perpendiculaire  A  A.'  menée  de  û, 
sur  OP,   passe  par  le  point  oj.     A/»u/  s^  --«wu»^  dc^  -«-^  ^^c^ù^ÂXi. 

2°  Soit  p  le  point  d'intersection  de  AC  et  de  A'C.  Tra- 
çons Oj3  ;  le  quadrilatère  OCC'B  est  inscriptible.  On  voit  faci- 
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lement  sur  la  figure  que   GÔG'  =  X^C',   BBXl  ='BG^  =  C^ 
d'ailleurs    TrpO  +  aB^  =  90°; 


donc  pOB'  4-  OB'B  =  90°, 

et   BB'    est  perpendiculaire  sur  0^. 
_-^     Les  trois  droites  AA',  BB',  ce,  concourent  donc  au  point  w. 


QUESTION  642 

Solution  par  M.  II.  L'IIuillier. 


On  donne  un  angle  droit   A IX  et,  sur  l'un  des  côtés,  un  point 
fixe  A.  Sur    IX,   on  considère  deux  points  variables  B,  C,  tels 
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que  IB.IC  =:  K.  /•'  Démontrer  que  l' orthocentre  du  triangle 
variable  ABC  est  fixe.  2°  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  ABC. 
3°  Faire  voir  que  pour  chaque  position  de  ABC,  où  l'un  des  angles 
est  obtus,  il  y  a  une  infinité  de  quadiilatères  imcriptibles  où  les  dia- 
gonales et  les  côtés  opposés  se  coupent  aux  trois  sommets  de  ABC, 
et  que  tous  ces  quadrilatères  sont  inscrits  dans  un  même  cercle  qui 
reste  invariable  quand  B  e/  C  varient.  (Bernes.) 

1"  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  coupe  lA  au  point 
fixe  A,  déterminé  par  la  relation  lA.IA,  =  K.  L'orthocentre 
H  symétrique  de  A^  par  rapport  au  pied  I  de  la  hauteur 
est  un  point  fixe. 

2"  Le  lieu  du  centre  du  cercle  ABC  est  évidemment  la  per- 
pendiculaire à   OA  passant  par  le  milieu  de    AA, . 

3°  Menons  par  A  deux  droites  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  droites  AB.AG,  puis  par  C  deux  droites 
conjuguées 
harmoniques 
par  rapport  à 
GA.CB;  nous 
obtenons  ainsi 
un  quadrila- 
tère LMNP 
dont  les  dia- 
gonales se  cou- 
pent évidem- 
ment en  B.  Si 
nousavouspris 
les  droiies 
issues  de  C 
telles  que  leur 
bissectrice  soit 
perpendicu- 
laire à  celle  des 
droites    issues 

de  A,  le  quadrilatère  LMNP  est  iuscriplible.  Le  cercle  cir- 
conscrit est  alors  conjugué  par  rapport  au  triangle  ABC.  Son 
centre  est  l'orthocentre    H  du  triangle   ABC  et  il  passe  par 
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les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur  IX   par  B 
et  C  quand  ces  points  varient;  donc  il  est  invariable. 

Un  des  angles  du  triangle  ABC  doit  être  obtus,  puisque  le 
cercle  conjugué  d'un  triangle  acutangle  est  imaginaire. 


QUESTION  643 

Solution  par  M.  G.  Tzitzéica. 


ABGD  étant  un  quadrilatère  inscriptible  et  M,  P,  Q  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  ou  des  diagonales,  les  puissances  des 
trois  points  M,  P,  Q  relativement  au  cercle  ABCD  sont  inverse- 
ment proportionnelles  aux  coordonnées  barycentriques  relativement 
au  triangle  MPQ  de  Vorthocentre  de  ce  triangle.  En  conclure  que 
les  deux  cercles  MPQ,  ABCD  ont  pour  axe  radical  l'axe  orthique 
du  triangle   MPQ.  (Bernes.) 

On  sait  que  le  triangle  MPQ  est  conjugué  par  rapport  au 
cercle  ABCD.  Il  en  résulte  que  0  est  l'orthocentre  de  ce 
triangle.  Soient  u,  v,  w  les  puissances  de  M,  P,  Q  par  rap- 
port au  cercle  ABCD,  et  H  le  pied  de  la  hauteur  sur  PQ  du 
triangle  MPQ.  On  sait  que  les  cercles  ADP,  ABQ  passent 
par  H   {1894,  p.  160).  On  a  donc 

QH.QP  =  QC.QB  =  w,  PH.PQ  =  PC.PD  =  v, 

d'où  PQ^  —  v  +  w. 

On  a  de  même 

M^'-  ^  u  +  V,        MQ^  =  u  +  IV, 

lÏP^  4-  MQ-  -  PQ- 
donc  u  = ;  •  •  • 


Or  PQ2  =  MQ' H-  MP- -  2MP.MQ  cosM, 

ou 
de  sorte  que 


MP'  +  MQ^  -  PQ'       ^,r,  ^.r. 
d'où  ^^^ ~  ^  MP.MQ  cos  M, 


.rr.     .rr.     ^r.      COS  M  MP.MQ.  PQ 

U  =  MP.MQ.PQ 


PQ  2R  tg  M 
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de  même 

_MP.MQ.PQ       I  _  MP.MQ.PQ      i 

^~  2R  tp^'  ^~  ^^R  t^' 

d'où  M  tg  M  =  V  tg  N  =  li;  Ig  P. 

Or,  les  coordonnées  baryceutriques  \,  \j.,  v   de  l'orthocentre 
sont  précisément    tgM,  tgN,  tgP;  donc 

lu  =  \xv  =  vw, 
ce  qui  justifie  la  première  partie.  Si  l'on  prend  le  triangle 
MPQ  pour  triangle  de  référence,  l'axe  radical  des  cercles  MPQ 
et  ABCD   a  pour  équation  . 

(1)  m  +  Pjv  +  -no  —  o, 

u,  V,  w    ayant  la   signification   précédente.    Or,  (J)   c'est  la 

droite  harmoniquement  associée  au  point  -  .  —  >  —  ou   tsrM, 

tgN,  tgP. 

C'est  donc  l'axe  orthique. 


QUESTION  674 

Solution  par  M.  Ernest  Foucart. 


Démonlrer  que 

2  sin  OL  +  sin  3a  —  sin  5a 

— ^^^-^— ^-^— ^^— — ^^^— ^— —  :z3  t"^  a 

2  cou  a  —  cas  3  a  —  cos  5  a         "    * 

(E.-N.  Barisieu.) 

On  a 

sin  3a  —  sin  5a  :=  —  2  sin  a  cos  4a, 

cos  3a  4-  cos  5a  =         2  COS  a  COS  4  a. 
Donc 
2  sin  a  +  sin  3a  —  sin  5a       2  sin  a    i  —  cos  4a 

—    =    .  =:  In- a. 

2  COS  a  —  cos  3a  —  COS  3  a         2  COS  a     i    —  cos  4a 
Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Droz-Farny,  Goye.ns,  N.  Plackowo. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


757.  —  Soit  AB  la  corde  polaire  d'un  point  M  par  rapport 
à  une  parabole  P.  Montrer  que  la  droite  qui  unit  le  sommet 
de  P  à  la  projection  de  M  sur  la  directrice  de  P,  passe  par 
l'orthocentre  du  triangle  MAB.  (E.-N.  Barmen.) 

758.  —  On  considère  un  triangle   AOB   dont  les  côtés  OA, 

OB  sont  pris  pour  axes  ;  on  pose  OA  =  a,  OB  =  b,  AOB  =  0  et 

l'on  demande  de  construire  la  droite  qui  correspond  à  l'équa- 

a;  —  w  cos  6       w  —  a;  cos  6         .  .      ,^    ,  , 

tion f- =:sm*  0  (*  .     G.  L. 

a  b 

759.  —  Ou  donne  une  parabole  P  et  une  droite  D  perpen- 
diculaire à  son  axe.  Soient  M  un  point  quelconque  de  D  et 
AB  la  corde  polaire  c)e  M  par  rapport  à  P.  Montrer  que  les 
triangles  MAB  ont  leur  orthocentre  situe  sur  une  droite  fixe 
parallèle  à  D,  et  que  leur  centre  de  gravité  décrit  une  parabole. 

(E.-N.  Barisien.) 

760.  —  Étant  donné  un  cercle  C,  de  rayon  R,  d'un  point  A 
de  la  circonférence  comme  centre  on  décrit  un  cercle  G'  de 
rayon  R'  qui  rencontre  G  en  P  et  P',  et  un  cercle  C"  de  rayon 
R"  qui  rencontre  G  en  Q  et  Q'.  Galeuler  les  aires  des  triangles 
APQ  et  APQ'  en  fonction  de  R,  R',  R".         (E.-N.  Barisien.) 

761.  —  Soient  M  et  M',  deux  points  d'une  parabole, 
symétriques  par  rapport  à  son  axe.  La  parallèle  à  l'axe,  menée 
par  M',  rencontre  eu  I  la  normale  eu  M.  Le  cerele  de 
centre  I  et  de  rayon  IM  rencontre  la  parabole  en  deux  autres 
points  P  et  Q.  Montrer  que  les  droites  MP  et  MQ  sont 
inclinées  à  45"  sur  l'axe  de  la  parabole.       (E.-N.  Barisien.) 

[*)  Je  donne  celte  question  comme  exercice  de  gruinclrograiJiie.  J'ai 
adressé  à  M.  Lemoine  deux  solutions  qu'il  voudra  bien  comparer  avec 
celles  que  les  correspondants  du  jourual  m'enverront  et  que  je  lui  com- 
muniquerai. 11  est  bon,  je  crois,  que  le  goût  de  la  simplicité  dans  les 
constructions  géométriques  se  développe.  A  cela  peuvent  servir  des 
énoncés  du  genre  de  celui  que  nous  proposons  ici. 

On  pourra  cticrcher  des  constructions  n'exigeant  que  la  règle  et 
réquerre;  ou  s'accorder  le  compas. 
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762.  —  Un  angle  droit  xOy  est  coupé  par  deux  droites 
parallèles  AA.' et  BB'.  (A,  B  sont  sur  Ox;  A',  B'  sur  Oy.) 
La  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  la  direction  des  paral- 
lèles considérées  rencontre  :  AA'  en  P;  BB'  ea  Q;  on  suppose 
B'Q  :=  AO. 

Démontrer  que  si  l'on  prend,  sur  Ox,   OH  =  QB,   on  a 
tg  hFÙ  =  tg^AA^      (E.-N.  Barisien.) 

763.  —  Le  centre  du  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles 
exinscrits  à  un  triangle  T  est  distant  du  centre  du  cercle 
des  neuf  points    du   même    triangle     T     de    la    longueur 


-  v/R(R  -  2/')  (E.-N.  Barisien.) 

764.  —  On  considère  un  quadrilatère  ABGD  dont  l'angle 
G  est  droit  et  dans  lequel  GA  —  GB .  Les  droites  AG  et 
BD  se  rencontrent  on  E  ,  et  les  droites  BG  et  AD  se  ren- 
contrent en   G, 

On  sait  que,  quel  que  soit  ABGD,  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  BEG,  AED,  BDG  et  AGG  se  coupent  au  même 
point  F,  foyer  de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère.  Démon- 
trer que  le  cercle  passant  par  les  milieux  de  BE,  AE  et  AG 
passe  aussi  par  le  point  F.  (E.-N.  Barisign.) 

765.  — La  droite  de  Simson  relative  à  un  point  quelconque 
M  de  la  circonférence  circonscrite  à  ABG  rencontre  le  cercle 
d'Euler  en  P  et  Q  ,  P  étant  le  milieu  de  Mfl .  Si  A'  est 
le  milieu  du  segment  AH,  le  triangle  formé  par  les  droites 
PQ,  AH,  A'Q   est  isoscèle.  (E.  Foucart.) 

766.  —  Soit  F  le  foyer  d'une  parabole  tangente  en  A  et 
B  aux  côtés  de  l'angle  AMB  .  Si  0  est  le  milieu  de  AB , 
démontrer  la  relation 

2M0(FA  4-  FB)  =  MÂ^  +  "MB^ 

(E,  Foucart. j 

767.  —  Démontrer  que  les  deux  équations 

i  v' 

)  6a;»sincp-2aa;î/coscp4-^-T— [(a«  +  6»)sin'^?-6-cos^?] 


^ 


i 


-h  2î/(a»  -h  b^)  cos  29=  o. 
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,^     l  ay"^  C0S9  —  2hxij^m(o  H r(fl'^+6*)cos'^$  — a^sin^d 

(2)    j    ^         "^  ^        '       acosç*-^  ^        ^  ^-' 

(  —  2ic(a*  +  i'^)  cos  29  =  o  , 

résolues  par  rapport  à  a?  et   // ,    ont  pour  solutions 

1»  œ  —  o,  y  —  o; 

2°  a;  =  2a  cos  cp,  y  =  2b  sin  ç  ; 

2a6^  cos  cp  2a'^6sin<p 


a'»  sin'*  (p  +  6*  cos'*  9  a'*  sin'*  ©  +  6'*  cos'*  cp  ' 

2a (a'*  — ô**) sin** 9 cos 9  — 26(a'*— 6'*)  sinœ  cos^o 

a'*  sin'*9  +  ô'*  cos^cp  a'*  sin^cp  +  6'*xios'*(p     ' 

et  que  l'élimination  de   9   entre  les  équations  (1)  et  (2)  donne 

(x»  +  y^){h'x^  +  a'^y^  —  ^a^b^)[{x^  +  i/Y  -  4 («"a;'*  +  bY)] 

[(x^  +  y^fib^x""  +  a'*?/")  -  4  (a-  -  6^)*a;*?/'']  =  o. 

(E.-N.  Ba7-isien.) 
768.  —  On  considère  un  triangle  et  ses  trois  cercles  exin- 
scrits. Les  tangentes  communes  extérieures  à  ces  trois  cercles 
forment  trois  groupes  de  deux  tangentes.  Les4,riangles formés 
par  trois  tangentes  d'un  groupe  différent  sont  au  nombre  de  8. 
Un  seul  de  ces  huit  triangles  contient  les  cercles  exinserits  en 
son  intérieur. 

1°  Montrer  que  le  rayon    p   du  cercle  inscrit  à  ce  dernier 

triangle  est  égal  au  rayon   r    du  cercle  inscrit  au  triangle 

donné  augmenté  du  diamètre    2R   de  son  cercle  circonscrit. 

2°  Si   S   est  l'aire  du  triangle  donné,   2  celle  du  triangle 

formé  par  les  centres  des  trois  cercles  exinserits,  on  a  la 

^        P 
relation  -^  —  —  i*  /pat     r>     •  ■     1 

b        r  (h.-N.  Barisien). 

Nolu.  —  Je  prie  les  personnes  qui  me  font  Thonneur  de  m'écrire  ou  de 
me  proposer  quelque  Iravail  de  vouloir  bien  donner  leur  nom  et  leur 
adresse.  J'ai  dû  déchirer  récemment  plusieurs  notes  que  je  n'ai  pu  renvoyer 
à  leurs  auteurs,  faute  de  savoir  où  les  trouver. 

Les  travaux  anonymes  ne  sont  pas  insérés;  à  moins,  ce  qui  est  le  cas 
d'une  note  du  présent  numéro,  que  l'auteur  ne  me  soit  connu.  11  y  a  des 
cas  où  il  est  très  naturel  qu'une  personne  désire  que  son  nom  ne  soit  pas 
publié;  mais  il  faut  que  je  puisse,  si  l'article  lexige,  entrer  en  Gommuni- 
cation  avec  l'auleur.  G.  L. 

Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 

l.Mr.lU.MIK'.E  CENTRALE  DES  CHEMINS  DE  FER. 
IMPRl.MERIE  CIIAl.X,  RUE  BERGÈRE,  20,  PARÎS.  —  1  ,'iS64-ii-9(J. 
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SUR  LES  CERCLES  BITANGENTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.  Tissot. 


La  présente  note  a  pour  objet  de  démontrer  géométrique- 
ment, sur  ces  cercles,  les  propriétés  déjà  connues,  et  d'autres 
qui  sont  nouvr^lies. 

1.  Tout  point  de  la  droile  des  contacts  d'une  conique  avec  un 
cercle  bitangent  a  la  même  polaire  par  rapport  à  la  conique  et  par 
rapport  au  cercle. 

Eu  effet,  quelle  que  soit  celle  des  deux  courbes  par  rapport 
à  laquelle  on  la  prenne,  la  polaire  du  point  considéré  contien- 
dra le  conjugué  harmonique  de  ce  point  par  rapport  aux  deux 
points  de  contact,  et  aussi  le  sommet  de  l'angle  des  tangentes 
communes.  Nous  désignerons  ce  sommet  sous  le  nom  de 
saillant. 

2.  Eu  particulier,  les  diamètres  conjugués  de  la  direction 
de  la  droite  des  contacts,  dans  le  cercle  et  dans  la  conique, 
coïncidenl  ;  d'où  l'on  conclut  que  le  centre  de  tout  ctrcle  bitangent 
se  trouve,  ainsi  que  le  saillant,  sur  l'un  des  axes  de  la  conique. 

3.  Les  pôles  d'une  droite  quelconque  par  rapport  au  cercle  et  à 
la  conique  sont  en  ligne  droite  avec  le  saillant. 

En  elFet,  ils  appartiennent  à  la  polaire  double  du  point  où 
la  droite  considérée  rencontre  la  droite  des  contacts. 

4.  Les  polaires  d'un  point  quelconque  par  rapport  au  cercle  et  à 
la  conique  se  coupent  sur  la  droite  des  contacts. 

Appelons  A  le  point  considéré  et  B  celui  où  sa  polaire  par 
rapport  au  cercle  rencontre  la  droite  des  contacts.  La  polaire 
de  B  par  rapport  au  cercle  passera  par  A;  mais  les  polaires 
de  B  par  rapport  aux  deux  courbes  coïncident  [I];  donc  la 
polaire  de  B  par  rapport  à  la  conique  passe  par  A,  et,  réci- 
proquement, celle  de  A  passe  par   H. 

JOUH.NAL    l)h   MATH.    IJ.ÉM.    —    18%.  10 
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Il  suit  de  là  que  deux  diamètres  conjugués,  dans  les  deux 
courbes,  avec  une  même  direction,  se  coupent  sur  la  droite 
des  contacts. 

Ces  propriétés  s'appliqueront  en  particulier  : 

A  la  tangente  en  un  point  de  la  conique  et  à  la  polaire  de 
ce  point  par  rapport  au  cercle; 

A  tout  diamètre  de  la  conique  et  à  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  du  cercle  sur  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce 
diamètre. 

5.  Le  saillanl  et  ks  points  de  la  droile  des  contacts  ont  seuls 
même  polaire  dans  le  cercle  et  dans  la  conique. 

En  effet,  les  pôles  d  une  même  droite  par  rapport  aux  deux 
courbes  doivent  appartenir  à  deux  diamètres  qui  se  coupent 
sur  la  droite  des  contacts  [4]  ;  s'ils  se  confondent,  ce  sera  donc 
en  un  point  de  cette  ligne. 

Les  points  de  l'axe  qui  contient  le  centre  du  cercle  échap- 
pent à  ce  raisonnement;  mais  deux  seulement  de  ces  points 
out  même  polaire  dans  les  deux  courbes,  savoir  le  saillant  et 
le  miliou  de  la  droite  des  contacts;  cela  résulte  de  propositions 
qui  seront  établies  plus  loin. 

6.  Si  une  corde  de  l'une  des  deux  courbes  est  tangente  à  l'autre, 
ses  extrémités  formeront  une  division  harmonique  avec  le  point  oii 
elle  touche  la  seconde  courbe  et  celui  oii  elle  7'encontre  la  droite  des 
contacts. 

En  effet,  le  premier  de  ces  deux  points  appartient  à  la 
polaire  de  l'autre  par  rapport  à  la  seconde  courbe,  laquelle  est 
la  même  que  par  rapport  à  la  première  [l]. 

Plus  généralement,  sur  une  sécante  commune  aux  deux 
courbes,  le  point  d'intersection  avec  la  droite  des  contacts  a 
même  conjugué  harmouique  par  rapport  aux  extrémités  des 
deux  cordes. 

CERCLES  BITANGENTS  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE 

7.  Nous  appelons  ainsi  ceux  dont  le  centre  se  trouve  sur  le 
jjremier  axe  ou  axe  focal.  Ils  sont  intérieurs  fi  la  conique  et 
aucune  tangente  à  celle-ci  ne  les  cou[)e.  Pour  établir  leurs 
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propriétés,  uous  ferons  usage  de  points  particuliers  dont  voici 
la  définition  : 

Un  ceiclo  étant  donné,  ainsi  ([u'une  droite  qui  ne  le  ren- 
contre pas,  il  est  facile  de  trouver  deux  points  tels  que  le 
système  formé  par  chacun  avec  le  cercle  admette,  comme  axe 
radical,  la  droite;  nous  les  appellerons  les  nœuds.  Ils  sont 
équidistauts  de  la  droite  et  forment  avec  les  extrémités  du 
diamètre  perpendiculaire  à  cette  droite,  une  division  harmo- 
nique. Leur  (iemi-dislance  est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  distances  de  leur  milieu  à. ces  mêmes  extrémités.  Enfin,  le 
rayon  du  cercle  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances de  son  centre  aux  nœuds. 

Exemple  :  les  foyers  d'une  conique  sont  les  nœuds  du 
deuxième  axe  par  rapport  à  toute  circouférence  ayant  pour 
diamètre  la  portion  du  premier  axe  comprise  entre  le  centre 
d'un  cercle  bitaugent  et  le  saillant. 

Les  nœuds  de  deux  circonférences  par  rapport  à  leur  axe 
radical  coïncident. 


8.  Lemme.  De  chaque  nœud,  on  voit,  sous  un  angle  droit,  la  por- 
tion de  la  droite  comprise  entre  ('un  quelconque  de  ses  points  et  la 
polaire  de  ce  point  par  rapport 
au  cercle. 

Soient  0  {fig.  i)  le  centre  du 
cercle,  AD  la  droite,  Q,  Li' 
les  deux  nœuds,  BC  la  polaire 
d'un  point  A  de  la  droiti-. 
On  aura 

OA.OU  :=  0Q.0L2', 
parce  que  chacun  de  ces  deux 
produits  est  égal  au  carré  du  y//^.  /. 

rayon.  Il  suit  de  là  que  les  quatre  points  A,  C,  Q.iy  sont  sur  une 
môme  circonférence.  Cette  circonférence  passe  aussi  en  B, 
car  elle  a  son  centre  sur  Ali  et  sur  !a  perpendiculaire  élevée 
à  AC  en  son  milieu,  c'est-à-dire  que  ce  centre  se  trouve  au 
milieu  de  AB.  Donc  l'angle  AL^H,  iusciit  dans  un  demi- 
cercle,  est  droit. 
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9.  De  chacun  des  nœuds  d'une  tangente  à  une  conique  par  rap- 
port à  un  cercle  bitangent,  on  voit,  sous  un  angle  droit,  la  portion 
de  cette  tangente  comprise  entre  le  point  ou  elle  touche  la  courbe  et 
celui  où  elle  rencontre  la  droite  des  contacts. 

En  effet,  ces  deux  derniers  points  se  trouvant  chacun  sur 
la  polaire  de  l'autre  par  rapport  au  cercle  [1],  les  droites  qui 
les  joindront  à  un  nœud  seront  perpendiculaires  entre  elles  [8]. 

Cette  propriété  est  d'ailleurs  une  conséquence  de  la  suivante. 

10.  Si  Von  joint  l'un  des  nœuds  d'un  cercle  bitangent  et  d'une 
droite  aux  points  d'intersection  de  celle-ci  avec  la  conique,  et  au 
point  oii  elle  rencontre  la  droite  des  contacts,  la  troisième  des  lignes 
ainsi  obtenues  sera  bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par  les  deux 
autres. 

Eu  effet,  le  conjugué  harmonique  du  troisième  point  par 
rapport  aux  deux  premiers  appartient  à  la  polaire  de  ce  troi- 
sième point  par  rapport  au  cercle  [l].  Dans  le  faisceau  harmo- 
nique que  l'on  ohtiendraenjoiguantlenœudaux  quatre  points. 
il  y  aura  donc  deux  rayons  rectangulaires  [8],  et,  par  consé- 
quent, bissecteurs  des  angles  des  deux  autres  rayons. 

Si  la  droite  rencontre  1«  cercle,  auquel  cas  les  nœuds  n'exis- 
tent plus,  la  proposition  pourra  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Une  droite  étant  sécante  commune  à  une  conique  et  à  un  cercle 
bitangent,  son  point  d'intersection  avec  la  droite  des  contacts  sera 
l'un  des  nœuds,  par  rapport  à  leur  axe  radical,  des  circonférences 
dédites  sur  les  deux  cordes  comme  diamètres. 

En  effet,  le  point  commun  à  la  sécante  et  à  la  droite  des 
contacts,  et  celui  oh  la  polaire  de  ce  point  rencontre  la  sécante 
sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  extrémités  de 
l'une  et  de  l'autre  corde  [6]. 

11.  Le  lieu  des  nœuds  d'une  même  tangente  à  la  conique,  par 
rapport  aux  divei's  cercles  bitangents,  se  compose  des  deux  droites 
qui  joignent  le  point  de  contact  aux  foyers. 

Soient  0  (fig.  2)  le  centre  d'une  conique,  M  un  point  de 
la  courbe,  TU  la  tangente  et  MN  la  normale  en  ce  point, 
H  le  centre  d'un  cercle  bitangent,  UV  la  droite  des  contacts, 
Q   et   Q'  les  nœuds  du  cercle   et  de  la  tangente,  lesquels 
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appartiennent  à  la  perpendiculaire  HD  abaissée  de  H  sur 
TU.  Il  s'agit  de  démontrer  que  les  points  de  rencontre,  F,  F', 
de  l'axe   UH   avec   MQ,    Ml.2'   sont  les  foyers. 

Nous  nous  appuierons  sur  ce  que  ÛU,  qui  joint  l'un  des 
nœuds  au  point  d'intersection  U  de  la  tangente  avec  la  droite 
des  contacts,  est  perpendiculai'"e  à  MQ  [9],  et  sur  ce  que 
OM,  HD  se  coupent  on  un  point  V  de  la  droite  des  contacts  [4]. 


ny 

ô\ri 

TJ 

-^\// 

__^ 

\    n- 

^^ 

T 

Fig.  â. 

N 

o\         h\ 

F 

Soit  1   le  point  ou  la  perpendiculaire   MP   à  celte  dernière 
droite  rencontre   HD.  Dans  le  triangle  rectangle  MQU,   on  a 

QD^  :=  DM. DU; 
mais  les  deux  triangles  semblables   IDM,  UDV   donnent 

DM. DU  =  DI.DV; 
il  vient  donc  QD^  =  DI.DV, 

ce  qui  [)rowve  que  les  quatre  points  V,  û,  I.  û'  forment  une 
division  harmonique,  et  que  le  faisceau  des  droites  qui  les 
joignent  à  M  est  harmonique.  L'axe  OH,  parallèle  au  rayon 
MI  de  ce  faisceau,  esl  rencontré  par  les  trois  autres  aux  points 
0,  F,  F';  il  en  résulte  que  0  est  le  milieu  de  FF'.  D'un 
autre  côté,  MT  et  MN  étant  bissectrices  des  angles  de  Mû 
avec  Mû',  ou  de  MF  avec  MF',  le  segment  FF'  esl  con- 
jugué harmonique  de  TX.  Mais  la  portion  do  l'axe  limitée 
par  les  deux  foyers  forme  elle-même  un  segment  conjugué 
de  TN",  et  a  aussi  pour  milieu  0;  donc  elle  coïncide  avec  FF'. 
On  voit  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques  bitangentes  à 
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un  même  cercle,  el  tangentes,  eu  un  même  point,  à  une  droite 
donnée  se  compose  de  deux  droites. 

12.  les  distances  de  chaque  foyer  au  centre  d'un  cercle  bitangent 
et  à  l'une  des  extrémités  de  la  corde  des  contacts  ont  entre  elles  un 
rapport  égal  à  l'excentricité. 

Aul rement  dit,  la  portion  de  Taxe  comi  rise  entre  un  foyer 
et  la  normale  en  un  point  de  la  conique  est,  avec  le  rayon 
vecteur  de  ce  point,  dans  un  rapport  constant  égal  à  l'excen- 
tricité. Gela  résulte  de  la  similitude  du  triangle  formé  par 
l'axe,  la  normale  et  le  rayon  vecteur,  avec  celui  qui  a,  pour 
sommets,  le  centre  de  la  conique,  le  second  foyer  et  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  second  foyer  sur  la  tan- 
gente. (A  suivre.) 

THÉORÈME  DE  TRIGONOMÉTRIE 

par  M.  l'abbé  E.  Geliii,  professeur  au  collège  Saint-Quirin, 
à  Huy  (Belgique). 


"Voici  une  démonstration,  très  simple,  du  théorème  : 
Dans  tout  triangle,  la  somme  de  deux  côtés  est  à  leur  différence, 
comme  la  tangente  de  la  demi-somme  des  angles  opposés  est  à  la 
tangente  de  leur  demi-différence. 

Décrivons,  du  sommet   C   comme  centre,  avec    CA   comme 

rayon,  la  demi-circonférence 
DAE;  tirons  AD  et  AE  et 
menons  DF  parallèle  à  AE. 
L'angle  inscrit  E  est  égal  à 

-  C,  et  l'angle  AFD,  extérieur 

au  triangle  BDF,  est  égal  à  B -i —  C. 
On  a  donc 


a  -h  b 

BE 
BD 

AE 
DF 

ADcotgic 

2 

Ig  ^(A  +  B) 

a  —  b 

AD  cotg  (B  +  -  G) 

tg  4  ^A  -  B) 
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Cette  démonstration  est  tirée  de  mes  Éléments  de  Trigonomé- 
trie, Paris,  1891,  page  H3.  Elle  n'est  pas  nouvelle,  puisqu'on 
la  trouve  déjii  dans  l'ouvrage  d'OzANAM  :  Tables  des  sinus,  tan- 
gentes et  sécantes,  etc.,  avec  un  Traité  de  Trigonométrie  par  de 
nouvelles  démonstrations^  Paris,  I680,  page  53.  Il  est  probable 
qu'on  la  trouve  aussi  dans  des  Traités  plus  récents,  mais  je 
ne  pense  pas  qu'elle  ait  été  jusqu'ici  signalée  dans  le  /.  .)/.  /'.'. 


EXEliCICES  SUR  LES  DETERMINANTS 

Par  M.  lilljs^c. 


11;*).  — Soit   A    le  déterminant  de  l'ordre   4/j 
^p+A— 2  p(4A;— 8)  +  i 

'        li  - ,     •  •  •      r^Ti 

4/j-hA:  — 2     8jt)-+-^  — 3 


AP 


4P 


A-  -  î  k  -  i 

8p -4-  /•■  -  3  pi^k  —12)4-2    p  4k  —  S)  +  ) 


k  —  [  k  —  i  k  —  ] 

p  et  k  étant  des  nombres  entiers. 
Démontrer  que 

k  —  I         4P    \/  4/)  H-  I  ' 
même  si  l'on  échange  les  diagonales  du  déterminant. 

Le  déterminant  A  est  formé  par  les  permutations  des  termes 
d'une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  est  i, 
le  nombre  des  termes  4p   et  la  raison 

4P-  I 

A-  -  I  ■ 

(•)  Cet  exercice  nous  a  été  communiqué,  avccladémonslralionqui  suit, 
par  M.  Georges  d'Avilloz.  Nous  insérerons  bien  volontiers  les  extîrciccs 
clcmcntaires  relatifs  aux  déterminants  que  des  correspondants  oblii^cants 
voudront  nous  communiquer.  Ces  cscrcices  nous  paraissent  devoir  inté- 
resser parliciilicrcraont  nos  lecteurs,  qui  se  familiariseront,  en  les  résol- 
vant, au  calcul  algébrique  cl  à  l'esprit  des  tratisformalions  al;.,'ébiiquo, 
qui  se  présentent  si  fréquemment  dans  le  calcul  des  déterminants.    0.  L. 
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D'après  uu  théorème  dû  à  M.  Hoberts  (N.  A.,  question  46o), 
théorème  qui  est  la  généraîisatiou  d'un  autre  théorème  de 
Painvin  (.V.  .-1.,  question  432),  un  déleririinant  ainsi  formé, 
d'ordre  n,  u  étant  le  terme  principal  et  a  la  raison  de  la  pro- 
gresï-ion,  est  égal  à  l'expression 


(na) 


2M 


Oi-i)y.] 


dans  laquelle  on  doit  prendre  le  signe  +  lorsque   n   est  un 
multiple  de  4. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  n  étant  égal  à  4/),  on  a 


4P 


AP 


—  1I 


A;  -  I 


■i;;— 1 


X  [p 


Après  quelques  calculs  faciles,  on  trouve  l'égalité  (1). 

Cette  égalité  est  encore  vraie  si  l'on  échange  les  diagonales 
du  déterminant,  car  ce  déterminant  est  d'ordre  doublement 
pair  et  ne  change  pas  de  signe. 

En  sur)posant  ^p  =  k  =  n, 

on  obtient  le  théorème  de  Painvin,  cité  plus  haut. 


12.  —  On  a 


-^m+1 


p2 
p2 


»»)+! 


Pour  le  démontrer,  on  désignera  ce  déterminant  par  Ap  et 
l'on  fera  voir,  par  la  soustraction  des  lignes  deux  à  deux, 
que   A,  =  Ap_i.  D'ailleurs, 

I     m 

I     m  +  i 
on  a  donc 


\ 


13.  —  On  a 

I"  a        b         c 

b-hc  c  +  a  a  +  b 
bc       ca       ab 


:^  —  {a  -h  b -{- c){b  —  c)(g  —  a){a  —  b). 
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2"2r; 


20 


3« 


40 


bc    a    a* 

ac    b     b* 

=  {a  - 

b){b  —  c){c  —  a)(ab  +  ac  +  bc) 

ub    c     c* 

i+a     I 

I 

I 

I           1  + 
I           I 
I           I 

b     i 

I+C 

I 

I 
I 
I  +d 

■^abcdi  I  H \--r-\ h- 

\       a      b     c      d 

a        a 

a        a 

a        b 
a        b 

b         b 
c         c 

z^a{b  -  a){b  -  c)(ç  -  d). 

a        b 

c        d 

On  vérifiera  facilement  ces  formules;  elles  sont  susceptibles 
de  généralisations  intéressantes.  (A  suivre.) 


SUR  LES  PUISSANCIS  D'UN  TRIANGLE 

Par  Georges  F.  d'Avillez. 


Considérons  les  expressions 

b""  -\-  c'  —  a"  c""  +  a""  —  b- 

Pa  = »        Pb   = 


Pc 


a^  +  h^ 


appelées  par  M.  Duran  Loriga  puissances  partielles  relatives  aux 
sommets  A,  B,  G  d'un  triangle  (*). 

1.  —  Soient  T,  F',  F"  les  cercles  tangents  deux  à  deux 
aux  sommets  du  triangle;  leurs  rayons  {Journal  de  Math, 
élcm.,  question  620)  sont  donnés  par  les  expressions 


abc 


abc 


abc 


b^  -^  c""  -  a^        ^        c""  -^  a^  -  b'  ' 

^        a-  +  b'  -  c-  ' 

On  aura  donc 

I     _    2pa                      I     _    2pi, 

0       abc              0'       abc 

l             2Pc 

p"  ~  abc' 

I        20                 I        20' 
ou         —  —  — i-,            — ^--r"' 
Pa      abc               Pb      abc 

I       20" 
Pc     abc 

Ainsi,   P   étant  la  puissance  totale  du 
I         I         I        2P 

(^)               -  -^  -  -^  ->  =  -r* 

triangle,  ou  a 

1*)  Voir  Journal  de  Math,  ëtém.,  p.  145,  une  noie  de  M.  Bûzal  Obejero. 
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(2)  _L  +  _L^.±^iiPjL£j!l£).      ■ 
Va      Ih      Pc  abc 

On  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

La  somme  des  inverses  des  rayons  des  cercles  F,  F',  F"  est  égale 
au  double  de  la  puissance  totale  du  triangle  divisée  par  le  •produit 
des  côtés. 

La  somme  des  inverses  des  puissances  partielles  du  triangle  est 
égale  au  quotient  du  double  de  la  somme  des  rayons  des  cercles  F, 
F',  F"  par  le  produit  des  côtés. 

Des  expressions  (l),  (2),  on  tire 

(3)  (o  +   p'  +  p'O  (I  +  1  +   ;\  ^  P(i    +  i  +  i)  ; 

\p  p  P   /  Va  Pb  pcl 

donc  : 

Le  produit  de  la  somme  des  rayons  des  cercles  F,  F',  F"  par  la 
somme  des  inverses  des  mêmes  rayons  est  égal  au  produit  de  la 
puissance  totale  du  triangle  par  la  somme  des  inverses  des  puis- 
sances partielles. 

2.  Si  T,  T',  T"  sont  les  cercles  de  Torricelli  (l)  du  tiiangle 
ABC,   leurs  rayons  sont  donnés  par  les  formules 

RÎ--3'         Ri  =3.         R5-3-; 

on  a  donc 

(4)  3(R?  +  Ri+  Ri)  =  2P. 
Ainsi  : 

Le  triple  de  la  somme  des  carrés  des  rayons  des  cercles  de  Torri- 
celli est  égal  au  double  de  la  puissance  totale  du  triangle. 

On  peut  trouver  une  relation  entre  les  rayons  des  cercles 
F,  F',  F"  et  ceux  des  cercles  de  Torricelli;  eu  comparaul  (■'■) 
et  (4),  on  trouve 

abc  (\        1  I  \        „.,        „.>       _,., 

5  —    -  +  -  +  —  W=  Rï  +  Ri  -w  R3 , 

3    \p       p         p  / 

donc  ; 

Un  tiers  du  produit  des  côtés  du  triangle  par  la  somme  des 
inverses  des  rayons  des  cercles  F,  F',  F"  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  cercles  de  Torricelli. 

(*)  M.  Neuberg  a  donné  ce  nom  aux  cercles  circonscrits  aux  triangles 
équilatéraux  construits  sur  les  côtés. 
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NOTICE  HISTORIQUE 

SUR   LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA   MESURE 
Par  M.  Aiibry. 

(Stiile,  voir  page  20L) 


EUCLIDE 


Ot)  voit  le  premier  emploi  connu  delà  méthode  d'exhaustion 
dans  le  douzième  livre  des  Eléments  d'Kuclide.  Voici  d'ailleurs 
les  propositions  qu'il  contient  avec  les  démonstrations  siai- 
plidées  par  l'exposition  préalable  que  nous  avons  faite  des 
lemmes  (A),  (B),  (C),  et  l'emploi  des  signes  actuels  de 
l'Algèbre. 

I.  —  Les  polygones  semblables  inscrits  dans  deux  cercles  son\. 
comme  les  carrés  des  diamètres.  Démonstration  connue. 

II.  —  Deux  cercles  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  leurs 
diamètres. 

Dans  les  deux  cercles,  inscrivons  deux  carrés,  qui  seront 
dans  le  rapport  indiqué  (I),  de  même  que  les  polygones  régu- 
liers inscrits  de  huit,  de  seize,...  côlés.  Or, 
chaque  fois  qu'on  double  le  nombre  des  côtés, 
on  retranche  de  la  partie  comprise  entre  la 
circonférence  considérée  et  le  dernier  poly- 
gone, plus  de  sa  moitié.  Eu  eilet,  le  triangle 
ELF  (fig.  1),  moitié  du  rectangle  EÏVF,  est 
évidemment  plus  grand  que  la  moitié  du  seg- 
ment ELF.  ^'^-  '' 

Par  conséquent,  d'après  (C),  l'excès  de  chaque  cercle  sur  les 
polygones  qui  y  sont  inscrits  peut  devenir  plus  petit  qu'aucune 
surface  donnée  et,  par  suite,  d'après  le  théorème  d'Eudoxe  (A), 
les  deux  cercles  sont  dans  le  rapport  annoncé. 

III.  —  Tout  tétraèdre  peut  se  diviser  en  deux  tétraèdres  égaux 
et  semblables  au  premier  et  en  deux  p7nsines  équivabnts,  qui, 
ensemble,  sont  plus  grands  que  la  moitié  du  tétraèdre  proposé. 
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On  prend  les  milieux  des  arêtes  (fig.  2j,  ce  qui  donnera  les 

A  deux  tétraèdres  AEGH,  HIKD,  et  les  deux 

À  prismes   égaux  EBFGHI,   GFGHIK.    Les 

/Jh\  deux    premiers    sont    visiblement     sem- 

^r'"- !  \  "V         blables  au  proposé.  Or,  le  prisme  EBFGHI 

/;X-''°/\;\        est  plus   grand  que    le   tétraèdre   EBFI, 

/-''"  '''--\/   '"''\     qui  y  est  contenu,  et  celui-ci  est  égal  à 

^  ^  ^    AEGH  --=  HIKD.  Donc,  les  deux  prismes, 

Fig. '2.  réunis,  forment  une  somme  plus  grande 

que  celle  des  deux  tétraèdres  AEGH,  HIKD. 

IV-V.  —  Deux  lélraèdres  de  même  hauteur  sont  comme  leurs 
bases. 

Par  des  opérations  successives,  semblables  à  celle  qu'indique 
la  proposition  précédente,  on  peut  retirer  de  chaque  tétraèdre 
une  partie  plus  grande  que  sa  moitié;  des  tétraèdres,  qui  sont 
semblables  au  premier,  une  partie  plus  grande  que  leur 
moitié;  et  ainsi  de  suite.  On  peut  donc,  d'après  (G),  retirer 
des  deux  solides  proposés  une  partie  qui  en  diirère  d'aussi 
peu  qu'on  voudra.  Or,  les  prismes  retranchés  sont  entre  eux 
comme  les  bases  des  tétraèdres  correspondants  et,  par  consé- 
quent, dans  un  rapport  constant.  Donc,  d'après  (A),  les 
tétraèdres  proposés  sont  eux-mêmes  comme  leurs  bases  (*). 

VI.  —  Deux  pyramides  de  même  hauteur  sont  comme  leurs 
bases. 

VII.  —  Un  prisme  triangulaire  peut  se  décomposer  en  trois 
tétraèdres  équivalents. 

VIII.  —  Les  pyramides  semblables  sont  comme  les  cubes  de 
leurs  côtés.  On  décompose  les  pyramides  en  tétraèdres  et  on 
se  reporte  aux  parallélipipèdes  dont  ils  font  partie. 

X.  —  Le  cône  est  le  tiers  du  cylindre  circonscrit.  La  démons- 
tration est  analogue  à  celle  de  II  :  au  lieu  de  retrancher  des 
triangles  de  plus  en  plus  petits,  on  retranche  des  tétraèdres 
ayant  ces  triangles  pour  bases. 

(*)  La  démonstration  1res  simple  qu'on  donne  aujourd'hui  de  cette  pro- 
position est  due  à  Querret  {An.  de  Gerg.,  1823).  C'est,  comme  nous  le 
verrons,  la  conséquence  des  méthodes  d'Archimède  et  de  Kepler. 
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XL  —  Les  cônes  et  les  cylindres  de  même  hauteur  sont  comme 
les  bases.  Démonstration  analogue  à  celle  du  §  X. 

XII.  —  T^s  côms  et  /es  cylindres  semblables  sont  comme  les 
cubes  des  diamètres.  Démonstration  analosjue  à  celle  du  §  X. 

XVI.  —  Étant  données  deux  circonférences 
concentriques,  on  peut  inscrire  à  la  plus  gi-amle 
un  polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés, 
qui  ne  touche  pas  la  plus  petite.  Menons  la 
tangente  GH  à  la  plus  petite  (fig.  3).  Si,  de 
la  demi-circonférence  AC,  on  retire  sa 
moitié  AB;  de  celle-ci,  sa  moitié  CD,  et 
ainsi  de  suite  ;  on  arrivera  (C)  à  un  reste  CK 
plus  petit  que  l'arc  CG  :  CK  est  le  côté  du  polygone  demandé. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  les  cordes,  soutendant  la  moitié, 
le  quart,  le  huitième,  etc..  de  l'arc  CK,  répondent  également 
à  la  question. 

XVII.  —  Etant  données  deux  sphères  concentriques,  on  peut 
toujours  inscrire  à  la  plus  grande  un  polyèdre  qui  ne  touche  pas  la 

plus  petite.  Dans  le  grand  cercle  ICD  (fig.  4), 
inscrivons  un  polygone  CKL. .  .  tel  que  le 
demande  la  proposition  précédente,  et  fai- 
sons la  même  opération  dans  les  grands 
cercles  OC,  OK,  dont  les  plans  sont  per- 
pendiculaires à  celui  du  premier,  ce  qui 
donne  les  quadrilatères  SC,  TP,  VQ,... 
lesquels  sont  évidemment  plans.  Soit  Z  la  projection  de  I 
sur  le  plan  du  quadrilatère   SG,  on  a 

ZK  =  ZC  =-  ZP  .^  ZS     et     SK  =  PC  =  CK  >  SP. 
Par  conséquent,  Z  est  le  centre  d'une  circonférence  passant 
par  les  sommets  du  quadrilatère  SPCK  dont  trois  côtés  sont 
égaux  et  le  quatrième  plus  petit;  donc  l'angle  KZC  est  plus 
grand  qu'un  droit;  par  suite 

CZ  <  CK  <  GL. 
Or,  on  a     IZ'^  +  CZ^  =  IC'^  =  IL»  ^  IG-  +  GL^ 

et,  puisque  CZ  <  GL,  il  s'ensuit  que  IZ  >  IG.  On  démontre 
la  même  chose  pour  les  autres  faces  du  polyèdre. 
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XVIII.  —  Deux  sphères  sont  entre  elles  comme  les  cubes  des 
diamètres. 

Dans  les  deux  sphères,  inscrivous  deux  polyèdres  sem- 
blables entre  eux  et  à  celui  de  la  proposition  XVII.  Ces  deux 
polyèdres  sonlcomme  les  cubes  des  diamètres.  Or,  chacun  d'eux 
difl'ère  de  la  sphère  circonscrite  évidemment  moins  qu'une 
sphère  qui  lui  serait  elle-même  inscrite,  etpeut,  par  conséquent, 
en  différer  aussi  peu  qu'on  veut.  Donc,  d'après  le  théorème 
d'Eudoxe,  les  deux  sphères  sont  dans  le  rapport  indiqué. 

Pour  mieux  montrer  la  manière  d'Euclide,  nous  reprodui- 
rons, en  l'abrégeant,  la  démonstration  même  qu'il  a  donnée 
de  cette  proposition. 

Considérons  les  trois  sphères  A,  C,  E  (fig.  5),  et  supposons 
que  les  cubes  de  AB.  CD  soient  comme  les  deux  sphères  A,  E: 
il  faut  démontrer  que  les  deux  sphères    C,  E    sont  égales. 

Supposons  la  sphère  E 
plus  petite  que  la 
sphère  C  ;  transportons 
l'une  d'elles  de  ma- 
nière à  les  rendre  con- 
centriques. On  pourra 
inscrire  à  C  un  polyèdre  enveloppant  E.  Inscrivons  un 
polyèdre  semblable  dans  A  :  les  deux  polyèdres  étant  entre 
eux  comme  les  cubes  de   AC   et   CD,    on  a 

sph.  A.       pol.Â  , 

-4-—  ==  i— — -^  et  sph.E<pol.C, 

sph.E       pol.C  ^  ^ 

d'où,  (puisque   sph. A  >  pol.A),    sph.E  >  pol.C,    ce  qui  est 

contre  l'hypothèse,  et,  par  suite,  on  ne  peut  avoir   E  <  C. 

Soit   E  >  C,    et  posons 

CD^       sph.E       sph.C 


AB^       sph.  A 
on  aurait  donc 

sph.  C 


sph.X 


d'où 


CD^ 

AB^ 


— -,  et 


X<  A; 


X  <  A, 


sph.X 

ce  qui  vient  d'être  démontré  impossible.  La  sphère    E    ne 
pouvant  être  ni  plus  petite  ni  plus  grande  que  la  sphère  G, 


elle  lui  est  donc  égale. 
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Telles  sont  les  applications  qu'Euclide  a  faites  de  la  méthode 
d'exhaustion.  Les  propositions  III,  XVI,  XVII  sont  devenues 
inutiles  à  cause  des  démonstrations  trouvées,  depuis,  pour  les 
propositions  IV,  V  et  XVIII,  mais  elles  n'en  sont  pas  moins 
très  remarquables,  surtout  comme  applications  du  même  prin- 
cipe (C).  Les  démonstrations  de  II,  X,  XI,  XII,  ont  été  main- 
tenues par  Legendre  et  remplacées,  depuis,  à  tort  selon  nous, 
par  d'autres  où  l'on  passe  du  polygone  régulier  au  cercle,  en 
sous-entendant  ainsi  que  toute  propriété  du  premier  convient 
au  second,  sa  limite:  ce  qui  constitue  une  hypothèse  gratuite 
et  d'ailleurs  moins  facile  à  bien  saisir  qu'elle  ne  parait. 

(A  suivre.) 

EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  A.  Boutiii. 


435.  —  A',  B',  C,  étant  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral 
inscrit  dans  une  circonférence,  et  P  étant  un  point  quelconque 
(intérieur  on  extérieur j,  les  droites  PA',  PB',  PC  rencontrent  la 
circonférence  aux  points  A,  B,  C  ;  démontrer  que  P  est  le  pre- 
mier (ou  le  second)  isodynamique  du  triangle   ABU. 

On  constate  aisément  que  Pj,  inverso  de  P,  dans  ABC,  est  le  premier 
(ou  le  second)  isogone. 

Cette  propriété  est  caractéristique  des  centres  isodynamiques;  c'est-à- 
dire  qu'aucun  autre  point  du  plan  du  triangle  n'est  tel  que  les  droites 
qui  le  joignent  aux  sommets  rencontrent  la  circonférence  circonscrite  en 
des  points  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 

436.  —  A',  B',  U'  étant  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral, 
V  un  point  quelconque  à  l'intérieur  de  la  circonférence  A'B'C, 
de  centn  0,  les  droites  A'V,  B'V,  G'V  rencontrent  cette  circon- 
férence en  ABC.  Si  V  décrit  une  ciixonférence  concentrique 
à  0,  les  triangles  ABC  ont  même  angle  de  Brocard,  et  par  suite 
les  points  remarquables  suivants  de  ces  triangles  :  centres  isodyna- 
miques, point  de  Lemoine,  points  de  Brocard,  réciproque  du  point 
de  Lemoine,...  décrivent  des  circonférences  concentriques  à  0. 

437.  —  xXutour  des  sommets  d'un  triangle,  des  droites  que  l'on 
suppose  primitivement  coïncider  avec  les  bissectrices  intérieures, 
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tournentavec  des  vitesses angulairesu?ii formes t'espectives :  co,  w',  co"; 
pou)'  que  ces  droites  soient  concourantes,  il  faut  et  il  suffit  que  ces 
vitesses  angulaires  soient  liées  par  la  relation 
A  B  „  c 

tg  wLCOtg f-  tg  to't.COtg   -  +  tg  w'7.C0tg  - 

ABC 
4-  tg  w^.lg  w'i.tg  u>"t  cotg  -  .colg-  .colg  -  =  o. 

BACCALAURÉATS 


BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  MODERNE 

iLEirRES-SClEXCES, 

(7  juillet  1896.) 


Académie  d'Aix  (Faculté  de  Marseille). 

On  donne  un  triangle  ABC  dans  lequel  on  connaît  les  côtés  a,  b,  c. 
Supposant  6  >  c,  on  partage  le  triangle  en  deux  parties  équivalentes  au 
moyen  d'une  perpendiculaire  HK  à  la  base  BG.  On  demande  de  calcu- 
ler à  quelle  distance  CH  du  point  C  sera  le  pied  H  de  cette  perpendi- 
culaire; on  demande  aussi  d'indiquer  une  construction  géométrique. 

On  suppose         BC  =  40"        GA  =  Sy"        AB  =  iS"". 

Académie  d'Alger. 

I.  Questions  au  choix.  —  1°  Énoncer  et  démontrer  le  théorème  des  trois 
perpendiculaires. 

2°  Démontrer  que  si  deux  plans  sont  perpendiculaires  à  un  troisième, 
leur  intersection  est  perpendiculaire  à  ce  troisième  plan. 

3°  Démontrer  que  la  somme  des  angles  dièdres  d'un  trièdre  est  comprise 
entre  deux  droits  et  six  droits. 

II.  Problème.  —  Deux  corps  G  et  G'  de  poids  donnés  P  et  P'  sont 
pressés  par  des  forces  horizontales  F  et  F'  contre  deux  plans  inclinés  MA 
et  MB  faisant  avec  l'horizon  des  angles  a  et  a'.  On  propose  de  calculer 
les  forces  F  cl  F'  ainsi  que  les  angles  a  et  a'  en  sachant  remplies  les 
conditions  suivantes  : 

1°  Les  corps    GG'   sont  en  équilible  sur  les  plans  MA,  MB; 

2°  Les  pressions  supportées  par  les  deux  plans  sont  égales  entre  elles. 

3»  L'angle,  en  M,    a  une  valeur  6. 

Ou  néglige  le  frottement. 

Examiner  les  cas  où  9  =  90". 

Application  numérique  : 

P  =  ioo''s  P'  =  8''s5  0  =  120». 

Académie  de  Besançon. 

I.  Questions  au  choix.  1°  Maxima  et  minima  de  la  fonction  : 

x^-h  I 


{X—  i)[x  —  2) 
2°  Inscription  du  décagone  régulier  dans  un  cercle. 
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3*  Délcrminaliou  du  rappoil  de  la  circonférence  au  diamètre  par  la 
méthode  des  isopérimètres. 

II.  Problème.  —  On  donne  la  longitude  et  la  latitude  géographiques  de 
deux  lieux  A  et  A'  situés  sur  la  surface  de  la  terre  supposée spht-rique. 
On  prend  l'équateur  et  le  méridien  zéro  pour  plans  de  projection  et  on 
demande  de  construire:  1»  les  traces  du  plan  du  grand  cercle  déterminé 
par  A  et  A';  2°  l'arc  de  grand  cercle  AA',  en  vraie  grandeur;  3"  la  pro- 
jection d'un  point  quelconque  de  cet  arc. 

Académie  de  Bordeaux. 

I.  Qitestions  au  choix  : 

x'-t-  I 
!•  Maxima  etminima  de  y  =  — r- 

40;^  —  4a;  —  3 

2"  Somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers. 
3*  Logarithmes  vulgaires. 

II.  Problème.  —  On  donne  un  triangle  A3G  et  un  point  P  sur  la 
base  BC.  —  Porter,  à  partir  du  sommet  A,  sur  les  côtés  AB,  AC,  deux 
longueurs  égales  AM,  AN,  telles  qu'en  abaissant  des  points  M,  N,  les 
perpendiculaires  Mm,  Nh  sur  BC,  la  résultante  des  forces  Um  et  Nn 
passe  par  le  point  P. 

Académie  de  Gaen. 

I.  Questions  au  choix:  1'  Construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  le  côte 

d'un  carré  dont  la  surface  soit  égale  aux  ^  de   la  surface  d'un    carré  de 

côté  donné. 

2»  Ri'soudre  l'équation  0  sin  x  -h  b  cos  œ  —  c;  dire  combien  elle  admet 
de  solutions  comprises  entre  0°  et  360°. 

3°  Faire  et  expliquer  l'épure  propre  à  déterminer  la  plus  courte  distance 
de  deux  droites  donuées  par  leurs  projections,  l'une  des  droites  étant 
supposée  horizontale. 

II.  Problème.  —  Démontrer  que  le  trinôme  bicarré  x'  +  px*  4-  <]  peut 
toujours  se  décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs  réels  du  second 
degré.  Application  au  cas  oii  le  trinôme  se  réduit  à  l'expression  x*  -4-  ^- 


QUESTION  418 

.Solution  par  M.  E.  Lemoine. 


0?i  considère  la  circonférence  qui  passe  par  le  sommet  A  et  par 
le  point  de  Lemoine  d'un  triangle  ABC  et  qui  coupe  orthogonale- 
menl  le  cercle  circonscrit.  Démontrer  que  l'on  a,  pour  tout  point  M 
de  cette  ligne,  

(a,  b,  c  d('signantle^  côtés  du  triangle  ;   ui„,  m,,,  iiu-  les  médianes). 

(L.  Béuézech.J 
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Cherchons  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  hi  couiHlion 
de  renoncé  est  remplie.  Si  x,  i/,  z  sont  des  coordonnées 
normales,  ABC  étant  le  triangle  de  référence,  et  si  l'on  se 
rappelle  que  l'on  a 

ô^c'* 

MA    =: ; (?/*  +  ^^  -f-  211  z  cosA  I,     etc. 

ax  +  by  -i-  cz)''- 

2b^  +  2c^  -a- 

et  m'a  =  »  etc. 

4 
le  lieu  est  donné  immédiatement  par  l'équation 

y"^  +  z"^  +  2yz  cos  A  26^  +  2C^  —  a^ 

-2  _  y2  _i_  2XZ  cos  B  —  2xy  cos  C  5(c^  —  6* 

ou 

y*(6*  -  Sc^+a")  -  z\c'-  -  5  b-'  +  a"")  +  byz  {b^  -  c^)  cos  A 
+  2XZ  (26*  4-  2c^  —  a"^)  cos  B  —  2xy  (26'^  +  2c"  —  a*)  cos  C  ::=  o. 
On  reconnaît  l'acilement  que  celte  équation  représente  une 
circonférence,  qu'elle  passe  par  le  point  de  Lemoine  (o,  b,  c) 
et  que  sa  tangente  en  A  a  pour  équation  y  cos  G  —  z  cos  A 
=  o;  c'est  le  rayon  OA, 
Le  théorème  est  donc  établi. 

Remarques.  —  H  y  a  deux  autres  circonférences  analogues 
eerrespondant  à  chaque  sommet;  elles  ont,  toutes  trois,  pour 
axe  radical  commun,  la  droite 

L X  ^  o, 

a 

([ui  joint  le  point  K  de  Lemoiue  au  centre  0  du  cercle  cir- 
conscrit. Si  K'  est  !e  second  point  commun  aux  trois  circon- 
férences, on  a     OK.OK'  =  R'^. 

QUESTION  644 

Woliitiou  par  M.  G.  Tzitzéic.v. 


A.  et  B  étant  deux  points  fixes,   M   un  point  variable  du  plan, 

sur  la  tmiqeiite  01  B  au  cercle  ABM  on  porte   BM' =  K.— r^. 
■^  ^  AM 

où    K    est  une  longueur  constante;  le  lieu  de    M   étant  donné, 

trouver  le  lieu  de  M'.   Montrer  que  si  le  lieu  de    M  est  une  droite 

ou  une  circonférence,  celui  de  M'   est  généralement  un  cercle. 

(Bernés.) 
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Pi  euoiis,  sur  AB,  BN  ^  K.  Les  triaugles  BM'N  et  AMB  sont 

BM'        BM 

semblables,  car  M'EN  =  AMB  et -— ^  =  -ttf  ' 

BJN         A  M 


Doue 


BN 
ÂM 


M'N 


d'où  A  M.  M'N  =  K.AB  -^  const. 

L'augle   M'NB   est  égal  à    MAB;    si  uous  menons,  par   N, 
une  droite   A    parallèle  à   AM,    les  parallèles  à   AB   menées 


par   M'  et   M,    rencontrent  A   en  deux  points   y.,  </   tels  ([ue 
Nu.  ^  AM,   N;/  =  mv. 

On  a  doue 

Na.Nu'  —  const. 

Ur  [x  décrit  une  courbe  égaie  à  celle  qui  est  décrite  par  le 
point  M,  puisque  AM  et  Na  sont  deux  vecteurs  équipollents; 
(x'  décrit  une  courbe  égale  à  celle  que  décrit  le  point  M', 
puisque  les  points  M',  ;/  sont  symétriques  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  N^  élevée,  en  N,  à  AB.  Donc,  lorsque 
M  décrit  une  droite  ou  un  cercle,  le  lieu  de  M'  est  un 
cercle. 


QUESTION  669 

.Solution  par  M.  Goyens. 


Chi  lionne  un  rectangle  ABCD,  dans  lequel  B,D  désirjnenl  deux 
sommets  opposés.  Soient  T,V'  deux  cercles  de  centres  0,  0'  tangents 
entre  eux  et  touchant  respectivement  k\\  en  B;  AD  en  D.  La 
droite    00'  enveloppe  une  circonférence.  (G.  L.) 
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1°  Supposons  (fîg.  1)  les  cercles  tangents  extérieurement. 

On  aura  : 
00'=OD+0'C=DG-OC-f-BC-0'C 
d'où 
00'  +  OC  +  O'C  ^  DG  +  BC. 
Le  triangle  OO'C  a  donc  un  péri- 
mètre constant,  égal  à  la  moitié  du 
périmèlre  du  rectangle    ABGD    et 
^'^o-  '■  un  angle  fixe  G.  Le  côté  00'  enve- 

loppe donc  un  cercle  tangent  aux  côtés   CD,  CB   à  des  dis- 
tances du  sommet    G     égales   à  , 
CD  4-  BC 


2°  Supposons  (fig.  2)  les  cercles 

tangents  intérieurement. 

On  aura  : 

00'  ^  O'S  -  OS  -^  O'B  -  OD 

=  O'C  4-  CB  -  L)C  +  OC, 

d'où 

00'  -  O'C  -  0G==  GB  -  DG, 

ou 

O'C  +  OC  -  00'  =  DG  -  GB. 

^  O'C  4-  OG  -  00'     , , 

Or  ■ est  le  rayon 

du  cercle  A  inscrit  dans  le  triangle 
OO'C.   Les  points  de  contact  sur 

les  côtés  GG',  GO,  étant  à  une  distance 

la  droite  00'  enveloppe  donc  la  circonférence  A. 
Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  E.  Foucart,  Droz-Far>y,  H.  Uhuil- 

LIKR. 


dusommetC, 


QUESTION  670 

Solution  par  M.  H.  L'Huillier. 


Un  triangle   ABC  étant  donné,  on  considère  dans  son  plan  deux 
points  M,  M'  symétriques  l'un  de  l'auti^e  relativement  au  milieu  D 
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de  BG.  Si  BM  e/  CM  rencontrent  AG,  àB,  en  E,F,  démontrer 
que  les  triangles  M'CE,  M'FB  sont  équivalents  et  présentent  le 
même  sens  rotatoire. 

Appliquer  cette  pî'oposition 
à  démontrer  que,  dans  un 
quadrilatère  pl'in  quelconque 
ABGD,  convexe  ou  non,  où 
AI),  DG  se  coupent  en  L 
et  AG,  BDenM,  les  mi- 
lieux de  AB,  CD,  LM,  sont 
trois  points  en  ligne  droite. 
(Bernes.) 

En  effet,  les  triangles 
M'CE  et  M'FB  sont  équi- 
valents tous  deux  au  triangle   M'BU. 

Appelant    EFG    les  milieux  de   LM,  DU,  AB    et  ^prenons 


les  symétriques   Mi  et  M,^    de   M   par  rapport  à   G  «t  F.   Les 
triangles    MiAD,  MiGD     d'une  part  et     MjAD,  M,CD     sont 
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équivalents.  Les  rapports  des  distances  de    Mj   à   AL  et  BL 

et  de   M»   aux  mêmes  droites  sont  éaraux  à  — — ■    et  les  points 
^  ^  AD  ^ 

L,  M 2,  Mj  sont  eu  ligne  droite.  Par  suite  des  milieux  E,  F,  G, 
des  droites   ML,  MM^,  MMj  sont  en  ligne  droite. 
On  veri  ait  de  même  que 

AMB  =  AWb. 
Les  faisceaux   M(ABG),  M'(ABGj    sont  alors  symétrique- 
ment égaux  et  les  points  M   et  M'   sont  isoptiques. 

Remarque.  —  Comme  l'indique  une  note  du  Journal,  on  peut 
démontrer   la   proposition    précédente   à  l'aide  de  la  ques- 
tion 670. 
Les  triangles    M'BF    et   M'CE   étant  équivalents,  on  a 

BF.M'm'  =  CE.M'w;. 
Les  triangles   MBF   et   MGE    étant  semblables,  ou  a 
Mm  _  Mwi., 
BF  ~   GË"' 
Multipliant  membre  à  membre  les  deux  égalités,  on  a 
Mm.M'm'  =  Mm^.M'm;. 
et  les  deux  droites  AM,  AM'   sont  isogonales. 
Nota.  —  Aulre  soluliou  pai-  M.  Duoz-Fauny. 

QUESTIONS   PROPOSEES 


T  69.  —  Gonstruire  un  triaugle  ABG,  connaissant  le  rayon  R 
du  cercle  circonscrit,  la  longueur  d'un  côté  a  et  la  dislance 
d(;  l'orthocentre    H    au  milieu  de  ce  côté, 

(A.  Schiappa-Monteiro.) 

770.  —  Gonstruire  un  triaugle  ABG,  connaissant  le  rayon  R 
du  cercle  circonscrit,  la  distance  de  l'orthocentre  H  au  milieu 
d'un  côté  a   et  la  médiane   m   relative  à  ce  côié. 

{A.  Schiappa-Monteiro.) 

771.  —  Démontrer  que 

9  {xîj  -  gzY  -  36  (x»  -  3//)  (y^  -  3a;z) 
est  la  somme  d'un  CL.rré  et  de  la  moitié  d'un  cube,  quelles  que 
soient  les  valeurs  x,y,z.  (E.-JS.  Barisien.) 
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772.  —  Construire  iiu  triangle  ABC,  connaissant  la  diffé- 
rence d  de  deux  côtés  b,  r  et  les  rayons  R,  r  des  cercles 
circonscrit  et  inscrit.  (A.  Schiappa-Monteiro.) 

773.  —  i°  Lorsque  deux  circonférences  A,  A'  de  centres 
0,0'  se  coupent  eu  A,  orthogonalement;  S  étant  le  centre 
de  similitude,  l'un  des  angles  OAS  est  de  4o",  l'autre  O'AS 
est  de  ISo**. 

En  d'autres  ternies,  si  l'on  préfère  cette  l'orme  donnée  à 
l'énoncé  : 

Si  deux  circonférences  se  cDupent  orlhogonalemeiit,  la  corde 
commune  est  vue  du  centre  de  Tune  des  cii conférences  et  du 
centre  de  similitude  sous  des  angles  complémentaires. 

■2°  La  polaire  de  S  par  rapport  à  l'une  îles  circonférences, 
à  '\  par  exemple,  coupe  les  droites  AO,  AO'  en  des  points 
P,  P'.  Démontrer  que  AP  est  égal  au  rayon  de  A'  el  que  AP' 
est  égal  au  rayon  de    A    (*).  (G.  L.) 

774.  — Démontrer  que  la  somme  des  inverses  des  distances 
du  centre  de  gravité  d'un  triangle  aux  points  où  les  côtés  de 
ce  trianylo  sont  leucouirés  par  une  transversale,  issue  de  ce 
centre  de  gravité,  est  nulle.  (Mannheim.) 

775.  —  Par  le  centre  d'un  parallélogramme,  mener  deux 
druites  reciangulaires  (jui  le  divisent  en  quatre  parties  équi- 
valentes. (P.  Giranlvillc.) 

776.  —  Soient:  M,  un  point  d'une  ellipse,  de  centre  0; 
P,  la  piojection  de  M  sur  le  grand  axe  ;  T  et  N  les  points 
où  la  'lornialcet  la  tangente  en  M  reuconireut  respectivement 
le  i;raijd  axe.  On  prend  sur  le  grand  axe  NQ  =  OP  et  on  trace 
le  cercle  de  diamètre  Qï.  Montrer  que  la  tangente  menée, 
de  N,  à  ce  cercle  a  pour  longueur  le  demi-diamètre  conjugué 
à   0-M.  (K.-N.  Barisien.) 

i')  Ces  remarques  sont  trop  simples  pour  ôlre  nouvelles;  elles  ont  été, 
liicu  piobablemenl,  déjà  signalées.  Eu  les  proposant,  notre  inieutionesl 
d'appeler  l'alleulion  sur  la  iii^uie  remarquable,  cousiiluée  par  deux  cir- 
coulércuces  orlbogouales  H  serait  bon,  croyons-nous,  qu'une  mono- 
i^iaphie  lîil  faite  des  propjiclés  de  celt'i  lij^urc;  ce  sujet  de  travail  plaira 
peiil-iMrc  à  q'iclqu'im  de  nos  lecteurs  et  sa  rédaction  fournira  la  matière 
d'une  note  cerlaiuemeni  iuléressanle. 
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777.  —  On  considère  un  triangle  ABC  et  les  trois  cercles 
exinscrits  de  centres  0^,  Ob,  Oc.  Le  cercle  0^  touche  le  côté 
BC  en  A',  le  cercle  Og  touche  le  côté  AC  en  B',  et  le 
cercle  Oc  touche  le  côté  AB   en  C. 

1°  Les  droites  0^  A',  Ob  B',  Oc  C  concourent  en  un  même 
point  I  qui  estle centre  ducercle  circonscrit  au  triangle  OiOgOc. 

2°  L'axe  radical  des  cercles  Ob  et  Oj  passe  par  le  milieu 
de  BC.  (E.-N.  Barisien.) 

778.  —  Dans  tout  trapèze  dont  les  diagonales  sont  rectangu- 
laires, la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  équivalente  au 
carré  de  la  somme  des  deux  côtés  parallèles. 

(E.-N.  Barisien.) 
IIQ.  —  Une  ellipse  est  donnée  par  cinq  points  A,  B,  C, 
D,  E.  Quel  nombre  de  points  faut-il  avoir  à  déterminer  de  la 
courbe  pour  qu'il  soit,  théoriquement,  plus  avantageux  de 
placer  d'abord  les  axes  et  les  foyers  de  l'ellipse  et  d'employer 
alors  la  construction  classique  qui  place  les  points  ensemble, 
quatre  par  quatre,  que  de  placer  le  même  nombre  de  points 
par  la  construction  déduite  immédiatement  de  Thexagramme 
de  Pascal?  (E.  Lemoine.) 

780. —  Soient  ABC  un  triangle  équilatéral  inscrit  dans 
un  cercle  et  P  un  point  quelconque  de  la  circonférence  de 
ce  cercle.  Montrer  que  les  orthocentres  des  quatre  triangles 
ABC,  PAB,  PAC  et  PBG  forment  un  quadrilatère  égal  au  qua- 
drilatère  PABC.  (l^^-N.  Barisien.) 

ERRATUM 

Ajouter  à  la  fin  de  la  p.  181  les  lignes  suivantes  qui  ont  été  coupées. 

1°  Exprimer  en  ionclion  de  x  la  différence  p'^  —  p*;  en  déduire  les 
expressions  de    p  et  p'. 

2»  Déterminer  le  centre  de  gravité  G  d'un  fil  homogène  de  longueur  2a 
passant  par  M  et  dont  les  extrémités  sont  F,  F'. 

3*  Calculer  la  longueur  de  la  Rrojeclion  du  segment  OG  sur  la  direc- 
tion  OF. 

4°  Déduire  des  résultats  précédents  le  lieu  géométrique  de  G,  lorsque 
M    décrit  l'ellipse. 

Le  Lirecteur-Géranl, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 

IMPRIMERIE    CENTRALK   DES   CHEMINS  DE  KER 
IMFKIMERIE  CHAIX,    RUE   BERGÈRE,    20,  PARIS.  —   17700-9-96. 
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SUR  LES  CERCLES  BITANGENTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.  Tissot. 

(SuUl',  voir  page  217.) 


13.  —  Le  lieu  des  nœud.'i  d'un  même  cercle  bilangent  par  rapport 
aux  diuerses  droites  tangentes  à  la  conique  se  compose  de  deux  cir- 
conférences ayant  les  foyers  /jour  centres. 

Conservons,  aux  lettres  de  la  fiyureS,  la  signification  qu'elles 
avaient  sur  la  figui^e  2.  Les  lignes  HQ,  NM,  perpendiculaires 
à   la   tangente  en     M,     sont        t^ 
parallèles ,   de    sorte    que  le 


rapport  de  FH  à  Fl2  est  égal, 

comme  celui  de  FN  à  FM,  à 

l'excentricilé    e.    Donc,  Lien  N  H  p  — 

que   la   position  de   Q   varie  l'"i(h  3. 

avec  celle  de  M,  la  longueur  de   FO  reste  constante. 

Soit  L  l'un  des  points  Je  contact  du  cercle  avec  la  conique; 
tirons  FL.  Le  rapport  de  FH  à  FL  est  aussi  égal  à  e  [12], 
et  l'on  a  Fs.2  =  FL.  Les  deux  circonférences  lieux  des  nœuds 
passent  donc  par  les  extrémités  de  la  corde  des  contacts,  ce  à 
(luoi  l'on  devait  s'altendro,  puisqu'on  L  se  confondent  les 
nœuds  du  cercle  par  rapport  à  la  tangente  en  ce  point. 

14.  —  H  y  a  un  rapport  constant,  égal  à  l'excentricité,  entre  la 
tangente  menée  d'un  point  quelconque  de  la  conique  à  un  cercle  bilan- 
gent quelconque,  et  la  distance  du  même  point  à  la  droite  des  contacts. 

La  tangente  menée  de  M  (ftg.  2}  au  cercle  bitangent  a  même 
longueur  que  Mi2.  Tirons  i.2P.  Lu  circonférence  décrite  sur 
MU  comme  diamètre  passerait  aux  points  P  et  O,,  d'où 
résulte  l'égalité  des  angles  MPQ,  MU12;  comme  le  second  est 
égal  à  l'angle  FMN,  on  aura  'MPL2  =  FMN.  On  a  aussi  UmP 
=  MFN,  de  sorte  que  les  triangles  MPQ,  FMN  sont  sem- 
blables. Le  rapport  de  MQ  à  MP  ost  donc  égal  à  celui  de  FN 
à  FM,  c'est-à-dire  à   e. 

JOUH.NAl.    l)li    MATII.    tLLM.    —    18%.  Il 
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Il  suit  de  là  que  la  droite  des  contacts  est  l'un  des  axes  de 
similitude  des  circonférences  qui,  ayant  pour  centres  trois 
points  quelconques  de  la  conique,  ont,  pour  rayons,  les  tan- 
gentes menées  de  ces  points  au  cercle  bitaugent. 

15.  —  Suivant  qu'un  point  sera  intérieur  ou  extérieur  à  la 
conique,  il  y  aura  un  rapport  plus  petit  ou  plus  grand  que  l'excen- 
tricité entre  la  tangente  menée  de  ce  point  à  un  cercle  bitangent  et  la 
E    distance  du  même  point  à  la  droite  des 
contacts. 

Soient  R  (fig.  4)  le  point  considéré, 

G   celui  oïl  la  tangente  menée  de    R 

touche  le  cercle,    M    l'un   des  points 

d'intersection  de  cette  tangente  avec  la 

conique,   E   celui  où  elle  rencontre  la 

droite  des  contacts  ;  abaissons,  sur  cette 

dernière  ligne,  les  perpendiculaires  MP, 

^^9-  ^-  RW,  Si  nous  désignons  par  \  le  rapport 

qu'il  s'agit  d'étudier,  par  ;7.  celui  des  distances   MG,  ME,  et 

par  p  celui  des  distances  RG,  RE,  nous  aurons 

_   RG  _  MG  MG  _  RG  _ 

^~RW'         '^"MË'  MP~^'         RE~P' 

d'oïl,  multipliant  membre  à  membre,  et  observant  que  les  lon- 
gueurs  MP,  RW   sont  proportionnelles  à  ME,  RE, 

Àa  =  ep. 
L'un  des  points  d'intersection  M  de  la  conique  avec  la  tan- 
gente GE  au  cercle  se  trouve  entre  G  et  E;  l'autre  peut  être 
sur  le  prologement  de  EG  ou  sur  celui  de  GE.  Le  premier 
cas  se  présente  toujours  lorsque  la  conique  est  une  ellipse  ou 
une  parabole  ;  il  se  présente  encore  quand  la  conique  est  une 
hyperbole  et  que  GE  rencontre  une  seule  branche;  le  second 
cas  est  celui  où  les  deux  points  d'intersection  appartiennent 
à  deux  branches  différentes  d'une  hyperbole. 

Premier  cas.  —  Soient  M,  M'  {fig.  5)  les  deux  points.  Sup- 
posons d'abord   R  in-  . . , * 

teneur  a  la  courbe;  il 

sera  situé  entre  M  et  ^'■'-  ^• 

M',  soit  sur  CM,  soit  sur  GM'.    S'il  est  sur    GM,    on  aura 
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û  <  [A.  S'il  est  sur  CM',  on  aura  s  <  y.',  y.'  désignant  le 
rapport  de  M'C  à  M'E;  mais  la  division  E,  M,  C,  M'  étant 
harmonique  [3],  /  est  égal  à  [j..  Donc,  pour  toute  position 
de  R  intérieure  à  la  couique,  on  a  o  <  a,  et,  par  consé- 
quent,  X  <  e. 

Supposons  maintenant  R  extérieur  à  la  courbe  ;  il  sera,  ou 
sur  le  prolongement  de  CM',  ou  entre  M  et  E,  ou  sur  le 
prolongement  de  ME.  S'il  est  sur  le  prolongement  de  CM', 
on  aura  p  >  '/,  c'est-à-dire  c,  >  a,  et,  par  conséquent,  \  >  e. 
Si  R  est  entre  M  et  E,  on  aura  encore  p  >  u..  Enfin,  si  R 
est  sur  le  prolongement  de  ME,  on  aura  p  >  i  ;  ou  a  d'ailleurs 
(ji  <  I,  puisque  M  et  M'  doivent  se  trouver  d'un  même  côté 
du  milieu  du  segment   CE  ;   il  vient  donc  encore  X  >  e. 

2*^  CAS.  —  Le  point  M'  (flg.  fi)  se  trouve  sur  le  prolongement 
de   CE,    et  la  figure  pré-        ■ . . — 

!.••-•  M'  CM  E 

sente   la   disposition   que 
l'on    obtiendrait   si,  dans  ^^^ii-  ''■ 

celle  du  cas  précédent,  ou  faisait  permuter  les  deux  points 
C  et  E.  Ce  changement  aurait  pour  effet  de  remplacer  la 
valeur  de  \x.  et  les  diverses  valeurs  de  g  par  leurs  inverses; 
ici,  ce  sera  donc  pour  R  situé  sur  l'un  ou  l'autre  des 
prolongements  de  MM'  que  l'on  aura  X  <  e,  et,  pour  R 
compris  entre  M  et  M',  que  l'on  aura  \  >  c.  Mais  actuel- 
lement, ce  sont  les  points  compris  entre  M  et  M'  qui  se 
trouvent  à  l'extérieur  de  l'hyperbole,  de  sorte  que  l'on  est 
amené  aux  mêmes  conclusions  ([ne  dans  le  premier  cas. 

46.  —  Il  tj  a  un  rapport  constant,  éijal  à  l'exccnlricité,  entre  la 
somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées  de  deux  points  de  la 
conique  à  un  cercle  bilangent,  et  la  projection,  sur  l'axe  focal,  de 
la  corde  qui  unit  ces  deux  points. 

Dans  l'énoncé,  doit  figurer  la  somme  ou  la  différence  des 
tangentes,  suivant  que  la  corde  est  rencontrée,  par  la  droit* 
des  contacts,  entre  ses  deux  extrémités  ou  sur  son  prolon- 
gement. 

Cette  propriété  résulte  immédiatement  de  celle  qui  a  été 
démontrée  plus  haut  [14j.  Il  eu  est  de  même  de  la  suivante. 
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17.  —  Si  l'on  mène  une  corde  de  la  conique  tmigente  à  un  cercle 
bilangent,  sa  demi- longueur  sera,  avec  la  dislance  de  son  milieu  à 
la  droile  des  contacts,  dam  un  rapport  égal  à  V excentricité. 

(A  suivre.) 


EXERCICES  SUR  LES  DÉTERMINANTS  (*) 


Par  M.  Klgé. 

[Suite  et  ////,  voir  p.  223.) 


Pour  Leiminer  cet  article  qui  pourrait  être,  nou  saus  intérêt 
peut-être,  notablement  prolongé,  nous  indiquerons  les  résul- 
tats suivants,  faciles  à  vcritier: 


10 


II— a  h—b  h- 


h' — u  II'  —  b  It'  —  c 


h"— a  h"  —b  li"—c 


J^h—h')h'—h"){h"—h\[a-h){b—cix—a) ^ 

'(h-ayji'-a){li"-a){h-b)(h'-b}{h"-b)[h-c){h'-c){h"-ci  ' 


Qo 


I 

a    a'^ 

I 
a 

I     b 

I 
6    ■ 

(a~b) 
ab 


I     a     a 

a 

—     b     I 
I 


(6-„)^--i 


I  b'  b' 


I  c^  c' 


=:  —  (a  —  6) (6  —  oie  —  a){ab  +  ac  ■+-  bc), 

:-:  {a  —  b){b  —  c){c  —  a)  (a*  -\-b'^  +  c*  -f-  ab  +  ac-\'  bc). 


(*)  On  trouvera  plusieurs  remarques  sur  les  détermluauts,  notamment 
sur  le  déterminant  de  Yanderrnonde,  dans  le  numéro  de  novembre  de 
VlnteriiK'diairi'  des  M<ilhémnli<-iens.  Nous  profilons  de  celte  citation  pour 
appeler  l'attention  des  lecteurs  du  Journal  sur  celte  publication,  si  inté- 
ressante, dirigée  par  nos  amis  Laisant  et  Lemoine. 


I   a 

a* 

I    b 

b' 

I    c 

c' 

8° 


a 

b 

ab 

b 

c 

hc 

c 

a 

ca 

a^ 

I 
1 

I 
c 

fy' 

I 

I 

c 

a 
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a      a  -h  h       a  -h  zh 
6°    6       b  +  h'       b  +  2h'    :=:  o, 

c      c  4-  h"      c  -+-  2h" 


=:  -(ab  —  acy-  +  -(hc  —  bo)-  -h  -(ca  —  cb)-. 


c-' 


I     \ 
a    b 


a  +  b  -{-  c 
2abc 


[(■a  -  hy-  4-  {b  -  cf  +  (c  -  af]. 


9° 


a- 

I 

7^ 

I 

¥ 

I 

1 

c^ 

a' 

c^ 

1 
F 

iO" 


a 

b 

a-'b'- 

6 

c 

bH-^ 

c 

fl 

c-'a"" 

1° 


(g  -  bf  -h  (b  -  cY  -I-  (c  -  fl)' 
2a'b-c- 


^(^^!^±^!^±^y(ab-acY'-^(bc-bar'-i-(ca~cby], 


[a  -  by 


ab  4-  ac 

-f-6c\ 

\(a 

- 

) 

\u 

I 

a 

a 

I 
a 

I 

b 

I 
6" 

t 

ab 


i"!"  Si  l'on  considère  le  déterminant  (*)   A  — 


«1  a.,  ...  a„ 
(7.,  g,,  ...  o. 


dans  lequel    ^t,^^,  ...  «„   sont  en  progression  arithn^iétique 
de  raison    a, 


on  a 


=    -  l)     -'      (ny.)        ! 


•)  Communiqué  par  M.  Bernes. 
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EXERCICES   SUR  UN  TRIANGLE  REMARQUABLE 

Par  M.  «forffe  dMTÎllez. 


Considérons  un  triangle  ABC  tel,  que  la  droite  d'Eulcr  (*} 
soit  parallèle  au  côté   BC. 

Soient  : 

a,  b,  c    les  côtés- 

ka,  hb,  hr  les  hauteurs, 

h[,  h'c  les  segments  des  hauteurs  compris  entre  les  sommets 
B   et  C ,   et  l'orthoeentre   H . 

/«')',  K  les  segments  des  hauteurs  compris  entre  l'ortho- 
eentre et  les  côtés    6   et  c  , 

R,  r   les  rayons  des  cercles  circonscrit  et  inscrit. 

S   l'aire  du  triangle. 

M',  M",  M"  les  pieds  des  médianes  et  H'  le  pied  de  la 
hauteur  issue  de  A . 

G.  0,  I  les  centres  :  de  gravité,  du  cercle  circonscrit  et  du 
cercle  inscrit. 

G'   le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de   G   sur  BC  . 

oj  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  et  N  le  centre  de 
gravité  du  périmètre  du  triangle. 

On  a  les  relations  suivantes  : 


0) 
(2) 

Ar,  =  ^  (4R'  -  a^) , 
4 

6*  +  c^ 

hh  +  hX  =  2(0.^  -  3R'^)  +  » 

(3) 

h',K  =  R  V/4R'  -  «' , 

(4) 
(o) 

lu,  4-  /i^  ^  3  (R  +  r)  -  V/4R'  -  a- , 
/i^ï  +  h>  =  8R2  -  {b^  +  c^)  , 

[')  La  droite  d'Euler  est  celle  qui  passe  par  les  points  G,  0,  H. 

Dans  cette  note,  comme  dans  celle  qui  a  été  publiée  à  la  page  225  du 
dernier  numéro,  l'auteur  s'est  pro[)Osé  de  fournir  quelques  éléments  qui 
peuvent  donner  naissance  à  de  nombreux  exercices  dont  les  énoncés  peu- 
vent d'ailleurs  être  dégagés,  pour  la  commodité  des  élèves,  des  noms  qui 
ont  été  introduits  dans  la  Géométrie  du  Triangle  et  qui,  pour  la  plupart, 
étaient  indispensables  à  la  clarté  du  langage.  G.  L. 
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(6)  /,;.  +  *■;.  =  3(R^'-)/4R'-a--4R-+a' 

2K 


(7)  6c  -=  3R  V/4R*  -  a-' ,         

6c4-a(6  +  c)-3Rv/4R^-a^ 

(8)  h,,  +  ^^  = 

2R 

(9)  hl  =  18R2  cos  A  cos  B  cos  G, 


(10)  rt  =  2R  y/ 1  —  2  cos  A  cos  B  cos  C  , 


(il)         bh'i>  +  ch'c  =  ~  (ôS  —  aR  v/i8  cos  A  cos  B  cosC  )  » 


H ^=  2R(4S 

siu  B      sinC  ^  3  sin  A 

8 
a-  +  4(r^  -  R^) 


(12)  — — -,  +  -7—^,  =  2R(4S  — - — : — -  \/i8cosAcosB  cosC)  > 
siu  B      sinC  \T^        ^  Qm  A  '  ' 

(43)  ON' 

(14)  Hï' 


(15)  G'H'^  =  4R2  -  ^  {a'  +  b^  +  c') , 

(16^  G^^  =  m-  =  ^8oR--i6(6^  +  c^)-    25a^ 

36 


(17)  M'H"  =  9R^  -  (a*  +  6^  4-  c^) , 

(18)  ;:H-  =  7^'^  .  i3R--2a^-(6-^c-) 

4 

(19)  OM'  r=  -  s/j^B}  -  6» , 


(20;  OM'"  :=  -  /4R2  _  c« , 

(-2i)M^^^ôïr'^i^51z:5«^-4(6^-^^^) 


4 


(22)  M'G"  =  R'^ (a^  -^  6'^  +  c«) , 


(23)    M'G'  =  OG"  = 


-—2       72R«  -  i3a»  -  4(6'-  -^c») 


36 


(24)  Gi^  -  ^^  -^  ^^^  +  ^)  '*-  4^^^'  -  -QI^^' 
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NOTICE  HISTORIQUE 

ST'Il    LA    GÉOMÉTRIE    DE    L.V    :MESrRE 

Par  M.  Aiiliry. 

iSidtr,  voir  page  2i~.) 


PREMIERE    METHODE    D  ARCHIMEDE 

La  méthode  d'exhaustiou  a  d'abord  été  employée  par  Archi- 
raède  d'une  manière  qu'on  peut  présenter  ainsi  : 

(D)  Si  les  deux  quantités  vmnables   G,  H   tendent  l'ime  vers 

r autre  tellement  que  le  rapport  de  la  plus  gj'ande  G  à  la  plus 

petite  H  puisse  devenir  plus  petit  qu'un  rapport  donné  quelconque; 

si,  de  plus,  ces  deux  variubles  comprennent  toujours  entre  elles  une 

quantité  fixe  Q   et  si  deux  autres  variables  g,  h,  compris e'i  entre 

les  deux  pî-emiéres  ou  au  plus  égales  comprennent  elles-mêmes  entre 

elles  une  quantité  fixe   q,   les  deux  quantités  Q,  q  sont  égales. 

En  effet,  soit    Q  >  7  ;    on  peut  toujours  supposer   G  et  H 

de  manière  que  leur  rapport  soit  plus  petit  que  celui  do    Q 

à    q.   On  a  ainsi 

G  >  Q  >  H.         (i>  g>  q>  h  >  H; 

G       G       Q 
donc  on  aurait  t  <  t>  <  —  • 

Il        H        q 

L'inégalité  —  >  y  est  inadmissible  puisque  Q  <G  et  q>  h. 

Par  conséquent,  l'hj-pothèse  Q  >  q   est  à  écarter, 
Soit  maintenant  Q  <  q;    on  peut  écrire  d'après  cette  sup- 
position 

Q       H  -^  H 

ce  qui  est  faux  à  cause  des  rclalious  q  <.  g  el  Q  '>  H.  On  n'a 
donc  pas  non  plus    ()  <  ^   et  par  suite,  ou  a  nécessairement 

Q  -  7- 

Le  même  théorème  a  lieu  si  la  différence    G  —  H    peut 
devenir  plus  petite  qu'uuo  donnée  quelconque. 
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Archimède  s'appuie  aussi  sur  les  principes  suivants  : 
(E)  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre. 
De  deux  lignes  planes  concaves  du  même  côté,  ayant  mêmes  extré- 
mités et  l'une  étant  compnse  entre  l'autre  et  la  corde  commune,  la 
première  est  plus  courte  que  l'autre {*).  La  même  chose  a  lieu  pour 
les  surfaces. 

Il  a  applique  cette  méthode  principalement  à  la  mesure  de 
la  sphère.  Voici  ses  principaux  théorèmes  : 

I,  II.  —  Toute  circonférence  est  plus  petite  que  le  contour  d'un 
poLijgone  circonscrit  et  plus  grande  que  celui  d'un  polygone  inscrit. 
Conséquence  de  (E). 

III.  —  On  peut  toujours  trouver  deux  droites  ZE,  ZH  (fig.  6) 
dont  le  rapport  soit  plus  petit  que  celui  de  deux  droites    ^ 
données  AB,  rB.  Ajoutons  la  différence  AF  un  certain     b 
nombre  de  fois  à  elle-même  jusqu'à  ce  qu'on    ait 
une   longueur   supérieure   à    AB,     chose   toujours 


possible  (B)  (*'■').  On  répétera  la  longueur  quelconque 


Hl 


E' 

HE   un  môme  nombre  de   fois  en    EZ  :    les  deux     Fig.  e. 
droites  EZ,  ZH    sont  dans  les  conditions  demandées. 

IV.  — .  On  peut  circonscrire  à  un  cercle  donné  un  polygone  tel 
que  le  rapport  de  son  côté  à  celui  du  polygone  inscrit  semblable 
soit  jilus  petit  que  le  rapport  de  A  à  B.    Le  triangle  rectangle 
^     KAM  (fig.  7}  étant  tel  que  (III)  on  ait 
KM       A 
KÂ<B' 
on  bissectera  successivement  le  qua- 
drant Ar  jusqu'à  ce  que  l'angle  NHF 
''"■I-  '•  ainsi   obtenu   soit   plus  petit  que  le 

double  de  l'angle   AKM  :    l'arc  NT   est  l'arc  cherché. 

VI.  —  On  peut  circonscrire  à  un  cercle  donné  un  polygone  dont 
le  rapport  au  polygone  inscrit  semblable  soit  plus  petit  que  celui  de 
E   à  Z.   On  n"a  qu'à  circonscrire  et  inscrire  deux  polygones 

(•)  Nous  espérons  donner  prochainement  une  élude  de  ces  principes. 
(")  Page  204. 
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semblables  tels  que  les  côtés  soient  dans  un  rapport  plus  petit 
que  celui  de  F  à  H  (IVj,  V  et  H  étant  déterminés  par  les 
relations 

VII.  —  On  peut  toujours  circonscrire  à  un  cercle  un  polygone 
régulier  dont  ta  surface  n'excède  celle  du  cercle  que  d'une  quantité 
plus  petite  qu'une  surface  donnée.  Conséquence  de  YI. 

VIII,  IX.  —  Surface  latérale  des  pyramides  inscrites  et 
circonscrites  à  un  cône. 

X,  XI,  XII,  XIII.  —  La  surface  latérale  d'un  cône  (ou  d'un 

cylindre)  est  comprise  entre  celle  d'une  'pyramide  (ou  d'un  prisme) 

inscrit  et  celle  de  la  pyramide  (ou  du  prisme)  circonscrit  semblable. 

Considérons,    par    exemple,    le   cône    ayant   le   cercle     AT 

(fig.  8),  pour  base,  et  dont  nous  appellerons   A   le  sommet  :  le 

triangle  AAF    est  plus  petit  que  la  surface  latérale  comprise 

entre  les  génératrices  AÂ,  AF.  En  eflfet,  soient  B  le  milieu  de 

l'arc  AF  et  0  l'excès  de  la  somme  des  triangles 

A  AAB,  BAF  sur  le  triangle  AAF.  Bisseclons  les 

//n\\  arcs    AB,  BF    jusqu'à  ce  que  la  surface  totale 

\        des  segments  ainsi  déterminés  soit  plus  petite 

\.\     que   0,    ce  qui  est  toujours  possible.  D'après 

\  \   (E),   la  surface  de  ces  segments  ajoutée  à  la 

\^r  partie  de  la  surface   AA  BF   du  cône  est  plus 

•^    B    ^        grande  que  la  surface  des  triangles  latéraux 

^^9'  s.         correspondants  de  la  pyramide.  Donc,  a  fortioii, 

la  surface  conique  en  question  est  plus  grande  que  le  triangle 

AAF   augmenté  de   la  différence  entre   les   triangles    de   la 

pyramide  et  des  triangles  AAB,  BFA. 

Le  reste  se  démontre  de  même. 

XIV.  —  La  surface  latérale  du  cylindi'e  est  égale  au  cercle  B 
dont  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  le  diamètre  et  la  hau- 
teur. Soit  A  la  base.  Supposons  B  plus  petit  que  la  surface 
latérale  proposée.  Circonscrivons  et  inscrivons  à  B  deux 
polygones  semblables  qui  soient  dans  un  rapport  plus  petit 
que  celui  de  la  surface  cylindrique  au  cercle  B   (VI),  et  à  A 
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uu  polygone  semblable,  La  surface  latérale  du  prisme  sem- 
blable inscrit  au  cylindre  est  égale  à  celle  du  polygone  inscrit 
à  B.    Ou  aurait  donc 

surf,  prisme  cire'       surf.  cyl. 

1 < i—  » 

pol.  insc'  à  B  B 

inégalité  impossible  puisque    surf.  cjl.  <  surf,  prisme  cire 

et   pol.  insc'  <  B. 

Supposons    B  >  surf.  cyl.   et  soit 


pol.  cire'  à  B 


< 


B 


pol.  insc'  à  B  ""  surf.  cyl. 
Archimède  fait  voir  que  d'après  cette  supposition 

pol.  insc'  à  B  <  surf,  prisme  insc' <  surf,  cyl., 
conclusion  inadmissible  à  cause  de  (a),  puisque  pol.  cire* 
à  B  >  B.  (A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Bernés  : 

La  solution  Barisien  (p.  169)  n'est  certainement  pas  neuve, 
mais  elle  est  très  simple,  et  elle  s'applique,  sans  modification 
notable,  au  calcul  de  la  puissance  M^  d'un  poini  quelconque 
M  du  plan  relativement  au  cercle  ABC.  Si  ce  point  est 
défini  par  le  rapport  suivant  lequel    AM  divise  BG   en   D, 

—  := et  par  le  rapport  suivant,  lequel   M  divise   AD, 

DU  .n  i  ^i  '      » 


MA 
MD 


m 
m 


l 


(ce  qui  revient  à  dire  que  les  coordonnées 

A 


barycentriques  sont  proportionnelles  à  /, 
m,  n);  la  formule  est 

?««//*  -f-  nlb"^  4-  Imc" 


M, 


(/  4-  m  4-  tiY 
Soit  E  le  point  oïl  AD  rencontre  la  cir- 
conférence  ABC.    La  relation  de  Stewart 
donne    mc^  -+-  nb^  =  (m  4-  njAD.AE. 
On  a  d'ailleurs 

m/ia»  -^  {m  4-  n)*BD.DC  ^  (m  4-  /iVAD.DK 
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Si   l'on  ajoute  ces  deux  égalités  après  avoir  multiplié  la 
première  par  /,   il  vient 

ll.mna^  =  (m  +  «)AD[/.AE  +  (m  +  w)DE]. 

MD          AM                 AD 
Or  -r-  =  =  ■- , 

/  m  -h  n       l  -+-  m  +  n 

(m  +  n)KD  =  (/  +  m  +  n)AM. 


d'où 
D'ailleurs 

LAE  =  /.AD  +  /.DE  =  (/  + 
ou  a  donc 

/.AE  +  (m  ■+-  n)DE  —  [l 

et  finalement 


m  +  n)MD  + /.DE; 
+  m  +  «)ME; 


ou 


M.  =  - 


m  +  w)''AM.ME, 


m 


n 


Remarque.  —  Si   S'  est  l'aire  du  triangle  podaire  de  M,  on 

S' 
a  aussi  M^  —  —  4R^.— -j    relation  aisément  réductible  à  la 

précédente,  mais  iont  il  est  intéressant  de  donner  aussi  une 
démonstration  éléoientaire  directe. 

S' 

Écartons  d'abord  la  considération  des  signes  de  Mq  et  —  • 

Soient  a',  b',  c'   les  côtés  du  triangle   A'B'C  podaire  de  M. 
Dans  le  triangle  MBE  l'augle  E  est  égal  à  l'angle  G  de  ABC 
et  l'angle  B   à  l'anglo  G'   de   A'B'C'.    En  conséquence 
aire  MBE       EB.EM  S'  a'b' 


et 


d'où 


,T  •     <^'       AM 

Mais  -  =  — - 

a        2R 


Donc 


aire  MBE  ~  BM.BE 
S'  _  oT  EM 
S  ~   «6  *  ÏÏM  ■ 

6'  _  BM 
6  ~  2R' 
S'  _  AM.EM 
S  ~       4R2 


Il  ne   reste   plus  qu'à  voir  que   M,, 

S' 
et  —    sont  toujours  de  signes  con- 
traires.   Et,   en   efïel,    si   M   est  intérieur    au   cercle    ABC, 
Mo   est  négatif,  tandis  que   S'  et   S  ayant  même  sens  rota- 
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S' 
toire,  -r   est  positif;  et  si  M   est  extérieur,    Mq    est  positif 

et  -^    négatif. 

Ainsi  S^-JR^- 

Une  dernière  remarque  : 

La  question  7o6  peut  être  généralisée  en  disant  ;  Dans  un 

triangle  quelconque  ABC,   la  bisseclrice  de  A  coupant  BC  en  K 

et  la  circonférence  ABC  en  D,   el   0  étant  le  cenl?'e  du  cercle 

b  -f-  c 
inscrit  à  ABC,   si   AO   est  double  de  KD,   on  a    a  =  • 


Dans  tout  triaude 


AO  _  (6  +  c  —  a)(6  -1-  c)^ 

KD  ~  ô»  ; 


BACCALAUREATS 

(Session  d'avril  1896) 


Académie  d'Aix  (Faculté  de  Marseille). 

Deux  sphères  de  centres  fixes  se  touchent  extérieurement.  Une  lioi- 
sième  sphère  les  enveloppe  et  les  trois  centres  sont  en  ligne  droite. 
Démontrer  que  cette  troisième  sphère  a  un  rayon  constant.  Déterminer 
le  maximum  et  le  minimum  de  la  somme  des  volumes  des  deux  premières 
sphères. 

Académie  d'Alger. 

Questions  au  choix:  (a)  Exprimer  sin  x  et  cos  œ  :  1°  en  fonction  de  tg  x; 

2"  en  fonction  de  tg  — . 

(h)  Rendre  calculnble,  par  logarithmes,  une  somme  ou  une  diflérence: 
1''  de  deux  sinus;  2°  de  deux  cosinus;  3°  de  deux  tangentes. 

(c)  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés. 

Problrriv.  —  Deux  corps  pesants  partent  en  même  temps  de  deux  points 
élevés  de  la  niéme  hauteur  au-dessus  de  l'horizon.  L'un  suit  la  verticale 
sans  vitesse  initiale;  l'autre  est  assujetti  à  descendre  le  long  d'un  plan 
incliné  avec  une  vitesse  initiale  y„  donnée. 

1°  Déterminer  l'inclinaison  a  du  plan  par  la  condition  que  les  deux 
mobiles  atteignent  en  même  temps  l'horizon.  Application  au  cas  où  l'on 
aurait   u„  rr;  v'2.'y/'- 

2»  Calculer,  en  secondes,  le  temps  que  mettent  les  deux  mobiles  pour 
atteindre  l'horizon  en  supposaut 

g  r=  g", 8        et        /(  -=  lo". 
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Académie  de  Besançon. 

Questions  au  choix  : 

i"  Polygones  réguliers.  Démontrer  qu'il  existe  des  polygones  réguliers 
d'un  nombre  quelconque  de  côtés; 

2°  Inscription  du  carré,  de  l'hexagone,  du  triangle  équilatéral,  du  déca- 
gone, du  pentédécagone. 

3"  Deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés  sont 
semblables. 

Problème.  —  Mener,  par  un  point  de  l'espace,  une  droite  perpendiculaire 
à  une  droite  donnée. 

Académie  de  Bordeaux. 

Questions  au  choix  : 
1°  L'ellipse,  tangentes  parallèles; 
2°  Parabole,  même  question; 
3"  Hélice.  Propriété  de  la  tangente. 

Problème.  —  Montrer  qu'il  existe  des  valeurs  imaginaires  des  quantités 
X,  y,  ti,  V  satisfaisant  aux  équations 


I  +  »  -f  y  =  o  ; 

X       y         ' 

I  -J-  M  -f  V  =  o  ; 

.1,1 

j  -I —  =  0; 

u         V 

,    X       y 
u        V 

u        V 

I ~-  =  o\ 

X       y 

Académie  de  Clermont. 

(A).  —  Questions  au  choix  :  1"  Angle  de  deux  plans. 

2"  Angle  de  deux  droites. 

3°  Angle  d'une  droite  et  d'un  plan. 

Problème.  —  Une  pyramide  régulière  a  pour  base  un  décagone  régulier 
de  côté  a.  Chaque  arête  latérale  est  égals  au  côté  du  pentagone  régulier 
inscrit  dans  le  même  cercle  que  le  décagone  de  base.  On  demande  de 
calculer  : 

1°  La  surface  latérale  de  la  pyramide  ; 

2°  Son  volume  ; 

3°  Le  rayon  de  la  sphère  inscrite; 

4°  Le  rayon  de  la  sphèie  circonscrite 

(B).  —  Questions  au  choix  :  1°  Tangente  à  l'ellipse. 

2°  Tangente  à  la  parabole. 

3°  Sous-normale  à  la  parabole. 

Problème.  —  Trouver  entre  quelles  limites  peuvent  varier  les  valeurs  de 
X,  y,  z,  supposées  réelles  toutes  les  trois  et  satisfaisant  aux  deux  équations: 
a-  +  //  +  s  =;  a,        X-  -h  y-  -h  z-  =  bt 

Académie  de  Dijon. 

Questions  au  choix.  —  1°  Calcul  de  r.. 
2°  Trièdres  supplémentaires. 

3°  Relation  de  grandeur  entre  les  faces  d'un  trièdre. 
Problème.  —  Construire  un  triangle  connaissant  la  médiane,  la  bissec- 
trice et  la  hauteur  menée    d'un  même  sommet. 
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Académie  de  Grenoble. 

Questions  au  choix.  —  1"  Mener,  d'un  point  donné  P,  les  tangeotes  à  une 
parabole  définie  par  son  foyer  F   et  sa  directrice  D. 

2°  Mener,  d'un  point  donné  P,  les  tangentes  à  une  ellipse  définie  par 
son  grand  axe  AA'    et  ses  foyers   F,  F'. 

3°  Démontrer  que  la  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  é^^^aux  avec  les 
rayons  vecteurs  aboutissant  au  point  de  contact. 

Problème.  —  On  donne  un  cercle  0,  une  tangente  T  qui  le  touche  en 
li  ei  une  parallèle  Ox  à  BT  menée  par  le  centre  O  du  cercle.  Trouver 
sur  Ox  un  point  M  tel  que  le  trapèze  OMNB  formé  avec  03,  OM,  NB 
par  une  tangente  MN  menée  du  point  M  au  cercle  ait  une  aire  donnée  m. 
—  Discussion. 

Académie  de  Lille. 

Questions  au  choix.  —  A.  Ce  qu'on  appelle  latitude  géographique  d'un 
lieu.  —  Ayant  à  sa  disposition  un  théodolite,  comment  peut-on ,  dans 
un  lieu  donné  :  1°  déterminer  la  direction  du  méridien,  -2°  mesurer  la 
latitude? 

]i.  Ce  qu'on  appelle  déclinaison  d'un  astre  :  sa  détermination  dans  un 
lieu  où  l'on  connaît  la  latitude  et  la  direction  du  méridien.  Sachant  que 
la  latitude  de  Lille  est  50"  38'  44",  trouver  :  1*  la  déclinaison  d'une  étoile 
qui  passe  au  zénith  de  Lille  ;  S'^  celle  d'une  étoile  qui  décrit  le  cercle  de 
perpétuelle  apparition. 

C.  Le  5  novembre  189j,  la  déclinaison  du  ?oleil  est  australe  et  égale  à 
15°  24'  0".  D'après  cela  trouver,  pour  ce  même  jour  :  1"  la  hauteur  du 
soleil  à  midi  pour  Lille  dont  la  latitude  est  égale  à  50°  38'  44"  ;  2"  tous  les 
points  de  la  ierre  qui  voient  le  soleil  passer  à  leur  zénith  ;  3"  tous  les  points 
de  la  terre  pour  lesquels  le  soleil  ne  se  lève  pas. 

Problème.  —  Un  point  M  d'une  ellipse  donnée  étant  situé  à  une  dis- 
tance r  de  l'un  des  foyers,  trouver  ses  distances  aux  deux  axes  de  l'ellipse 
et  déterminer  r  de  manière  que  le  produit  de  ces  distances  soit  égal  à 
un  carré  donne. 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE  (LETTRES-MATHÉMATIQUES) 
ET  BACCALAURÉAT  m>DER:<E(LETTI{ES-MATHÉMATIQUES) 

(Octobre  1896.) 

1°  Problème  obligatoire  : 

Calculer  les  coefficients  d'un  trinôme  de  second  degré  en  x,  sachant 
que  le  coefficient  du  terme  en  x  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres 
coefficients,  que  le  trinôme  prend  pour  x  z=  i  une  valeur  donnée  v,  et 
que  sa  valeur  maxima  ou  minima  est  un  nombre  donné   a.  Discuter. 

2"  Trois  sujets  à  clioisir: 

a)  l"  Couples:  un  couple  n'a  pas  de  résultante;  composition  et  décom- 
position des  couples. 

b)  2»  Balance  de  Roberval. 

(■/  3-'  Équilibre  d'un  corps  placé  sur  un  plan  incliné. 
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BACCALAURÉAT  MODERNE  I LETTRES-SCIENCES). 
(Octobre  1896.) 

Deuxième  partie.  —  Deuxième  série. 

1°  Problème  obligatoire  : 

Un  corps  dont  le  poids  est  Q  descend  d'un  mouvement  uniforme  le 
long  d'un  plan  incliné  d'an  angle  i  sur  l'horizon;  ce  corps  est  sollicité 
par  une  force  P  appliquée  aussi  à  son  centre  de  gravité  et  inclinée  d'un 
angle  «  sur  le  plan  incliné.  Cette  force  empêche  le  mouvement  du  corps 
de  s'accélérer;  ce  corps  est  également  soumis  à  l'action  du  frottement  dont 
l'angle  est  ç.  On  demande  d'exprimer  l'intensité  de  la  force  P,  puis  la 
direction  qui  correspond  à  la  plus  petite  valeur  qu'il  faut  lui  donner  pour 
maintenir  le  mouvement  uniforme.  Trouver  cette  plus  petite  valeur  dans 
le  cas  de   i  =  60°   et    9  ==  1 5  •. 

2"  Trois  sujets  à  choisir  : 

aj  Établir  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Projection  ortho- 
gonale du  cercle. 

b)  Intersection  d'une  droite  et  d'une  parabole;  en  déduire  la  propriété 
essentielle  de  la  tangente  en  un  point  à  la  parabole. 

f\.  Définition  de  l'hélice.  —  Propriété  de  la  tangente  et  de  la  sous- 
tangente. 


QUESTION  671 

Solution  par  M.  X. 


Dans  un  triangle  ABC,  on  considère  deux  points  M,  M'  symé- 
triques l'un  de  Vautre  relativement  au  milieu  de  BG.  Montrer 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  AM, 
AM'  soient  isogonales,  est  que  les  a7ig les  ABM,  ACM  soient  égaux 
et  de  sens  contraires. 

En  conclure  le  lieu  des  isogonaux  N,  N'  de  deux  points  M,  M' 
symétriques  relativement  au  milieu  de  BG  et  tels  que  AM,  AM 
soient  deux  droites  isogonales.  Quelle  est,  sur  ce  lieu,  la  situation 
relative  de  N  et  W?  Montrer  que  les  deux  points  M,  M'  sont 
isoptiques  (ou  jumeaux).  (Bernes). 

Soient  les  angles  ABM,  ACM  égauxet  de  signes  contraires, 
menons  BX  parallèle  à  AG,  l'angle  M'BX  étant  égal  à 
l'angle  AMG,  les  droites  BM  et  BM'  sont  isogonales  relati- 
vement à  l'angle    ABX.    On  a  donc 

'Mm.Wm'  —.  M7«,.MW,. 
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Mais  OD  a,  évidemment,     M/«,  =  M'm'^,     M'm,  =  M/n,, 

par  suite 

M?«.M'm'=M'm'i.Mw2 
et  les  deux  droites 
AM,  AM'  sont  iso- 
gonales. 

Reprenant  la  dé- 
monstration en  sens 
inverse,  on  voit  que 
la  condition  est  né- 
cessaire. 

Si  N  et  N'  sont 
les  isogonaux  de  M 
et  M',  les  triangles 
NBG  et  N'BC  sont 
évidemment  isos- 
cèles  et  le  lieu  de  N, 
N',  est  la  médiatrice 
de  BC.  Ils  sont  placés 
d'ailleurs  aux  points 
(.l'intersection  de 
cette  médiatrice  avec 
les  deux  isogonales 
AM',  AM  et  par  suite 
conjugués  par  rap- 
port aux  points  E,  F, 
ou  les  bissectrices  de    bTc  coupent  la  médiatrice  de   BC. 

Los  angles  BMC,  BM'C   sont  égaux.  On  a 

AMC  =  2'''""^  -  (MAC  +  MCA), 
AMHJ  =r  2''  -  (A  -  BAM')-(C  +  BCM') 
==  2'' -  ( À  +  C)  - TÏÏJM"' +  ]\TSC  =  B  - 0^+ 5ÎAC -=  ^^ 

Donc  AMC  +  ANTC  =  2'"■"''^ 
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QUESTION  673 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farny. 


On  domie  une  circonférence  de  cercle  G  et  deux  points  sl  et  h 
sur  cette  courbe.  On  mène  les  droites  am,  bm  qui  aboutissent  au 
point  m  de  G.  On  déo'it  une  circonférence  de  cercle  tangente 
à  C  et  à  ces  droites.  On  prend  la  corde  de  contact  de  ce  cercle  et 
de  ces  droites.  Démontrer  que  lorsque  m  décrit  G,  cette  corde  de 
contact  reste  tangente  à  une  circonférence  de  cercle. 

(Mannheim.) 

Soient  G  et  G'  les  centres  des  deux  circonférences,  n,   A, 
B  les  points  de  contact  de   G'   avec   G,  mb,   ma;   k'   et  B' 
les  milieux  des  arcs   mb  et    ma.n   élaut  le  point  de  simili- 
tude  directe   des 
circonférences    G 
et  G',  on  a  :  1°  les 
trois  points  n,  A, 
A'   sont  en  liane 
droite,    de  même 
n,  B  et  B';   2«  la 
circonférence  ma6 
pouvant  être  con- 
sidérée    comme 
l'inverse     de     la 
droite    mb ,     on 
aura  :     A'A.A'n 
=    AW^     et     de 
même,      B'B.G'w 
=  b'?u^.  Les  points 
A'  et  B'   sont  donc    d'égale  puissance  par  rapport  au  cercle 
point  m   et  au  cercle   G',    il   en  résulte  que   A'B'   divise  en 
Parties  égales  les  tangentes    mk  et  mB,    Les  circonférences 
décrites  de  A'  et  B'  comme  centres,  avec  mk.'  et  wB'  comme 
rayons  se  croiseront  sur    AB   en  un  point  i  centre  de  la  cir- 
conférence inscrite  au  triangle  mab. 
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La  bissectrice  mi  de  l'angle  m,  perpendiculaire  sur  AB, 
coupe  l'arc  ab  en  son  point  milieu  d;  mais  on  sait  que  l'arc 
décrit  de  d  comme  centre  avec  da  =  db  comme  rayon  passe 
par  i  et  sera,  par  conséquent,  tangent  en  ce  point  à  AB.  Celte 
circonférence  étant  fixe,  ou  conclut  qu'elle  est  l'enveloppe  de 
la  droite  AB  et  le  lieu  des  cercles  inscrits  aux  triangles  mab. 

Autrement  (*).  —  Soit  p  le  milieu  de  l'arc  ab:  la  droite  mp 
passe  par  le  centre  du  cercle  F  inscrit  à  l'angle  amb  et  tangent 
à  C;  soit  q  le  point  oîi  elle  coupe  la  polaire  de  m  par  rapport 
à  r.  Transformons  la  figure  par  inversion  en  prenant  m 
pour  pôle  et  K^  pour  module  :  F  a  pour  transformée,  nue 
circonférence  F'  dont  le  centre  q'  est  corrélatif  de  q,  et  la 
transformée  de  C  est  une  tangente  menée  à  F'  par  le  corré- 
latif p'  de  p.    La  distance  du  point   m  à  celle  tangente  est 

évidemment:  — ; 

mp 

p   désignant  le  ra^^on  de   F'.   Désignons  l'angle  amb   par   26 
et  par   2R  le  diamètre  de   C;    on  voit  que  : 

_  K* .  q'p'  __   K^  .  p'q'     mq'  _    pq 
mp'  .  p        mcl  .  mp'      p  sin  ô 

d'oîi  pq  =  2R  sin  0  =  pa. 

Quand  m  décrit  C,  on  voit  donc  que  l'enveloppe  cherchée 
se  compose  des  deux  circonférences  passant  par  a  et  6  ayant 
leurs  centres  sur  C. 


QUESTION  678   ^ 

Solution  par  M.  Ernest  Foi'cart. 


Étant  donnée  une  ellipse  E,  on  projette  le  centre  0  de  E  en  P 
et  Q  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  tracées  en  un  point  M  f/e  E  ; 
on  pi'olonge  le  rayon  OM  de  MM'  =  OM.  Montrer  que  les  quatre 
droites  suivantes  : 

4°  La  polaire  Oi  du  point   P  par  rapport  à   E; 

*    Otto  solution  est  de  M   Ernest  Dri'niicu. 
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^°  La  polaire  o^  du  point   Q  par  rapport  à   E; 

5."  La  droite  03  menée  par  M'  parallèlement  à  la  tangente  en  M  ; 
^4"  La  pai'allèle  3^  à  OM  me^ee  par  le  pôle  de  la  corde  normale 
en  M; 
concourent  en  un  même  point.  (E.-N.  Barisien.) 

La  parallèle  à  OM  menée  par  le  point  S,  pôle  de  la  nor- 
male, est  la  polaire  du  point  Q,  puisque  OM  est  diamètre 
conjugué  de  la  direction    OQ  ;    OS   est  le  diamètre  conjugué 


de  la  direction  OP,  donc  iapoluire  de  P  est  la  parallèle  à  OS 
menée  par  M;  OMSw  estuu  parallélogramme.  Sco=:OM  =  MM' 
et  la  droite  M'w  est  la  parallèle  à  la  tangente  menée  par  M'; 
donc,  etc.. 

Autrement  {*).  —  Soit  R  le  point  d'intersection  des  diago- 
nales du  rectangle  POQM  et  N  la  seconde  extrémité  du 
diamètre  MO.  Tout  point  situé  sur  MO  a  sa  polaire  parallèle 

a  il  tangente  en  M;  or  — -—  =  rrr;  =  v»  donc  (M  MRjN)=:  —  i; 
^  '       M'N        RN        3  ^  ' 

la  parallèle  menée  par  M'   à  la  tangente  en   M   est  donc  la 

polaire  du  point   R. 

Soit  S  le  pôle  de  la  corde  normale  en  M;  toute  droite 
menée  par  S  aura  son  pôle  sur  MQ,  toute  parallèle  à  OM 
a  so'i  pôle  sur  le  diamèire  OQ  conjugué  de  OM,  par  consé- 
quent la  parallèle  menée  par  S  parallèlement  à  OM  a  son 
pôle  en   Q;    la  droite  o^  coïncide  avec  la  droite  0.,. 

Les  polaires  0,,  o„,  0,  des  points  P,  Q,  R  en  ligne  droite 
concourent  en  un  môme  point,  le  pôle  de   PQR. 

Xola.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Foucart  et  G.  Tzitzéic a. 


(*)  Celte  solution  est  de  M.  Dimz-FAiiw, 
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QUESTION  680 

l^olution  par  M.  LIIuillieu. 


On  considère,  dans  un  crcle  0,  un  diamètre  fixe  AB.  Un  point 
variable  M  parcourt  lu  circonférence  de  ce  cercle.  Soit  M,  un 
point  de  AB,  situé  entre  A  et  B  et  tel  que  AM»  =  AM.  Si  M, 
est  V isotomique  de  ^Mj  sur  AB,  la  perpendiculaire  au  milieu  de 
AMj   coupe   BM  en   P. 

/>e  /tett  du  point  Q  d'interseclion  de  PO  e/  AM  e,v/  un  cercle. 
(Davidoglou.) 

Menons    OD    perpendi- 
culaire ù   MB.   On  a 
2O.U1  =^  OA  -  OM,  =  OA 
-  OMi  -  AM, 
AM 


donc       0;j.  = 


OD. 
et 


Les   triangles    PDO 
P;j.O  sont  égaux  ni 

PÔ^  =  PÛÏ)  ^  PQA , 
d'où    AQ  —  AO.   Le   lieu 
cherché  est  le  cercle,  de  centre   A,    passant  par   O. 

Nota.  —  Autre  solution  par  M.  E.  Foucaut. 


QUESTION  68-2 

Suliitioii  par  M.  Ernest  Foucaut. 


Le  cercle  inscrit  w  dans  un  triangle  ABC  touche  les  côtés  aux 
points  D, ,  D^,  Dj.  Par  les  points  HijHj,  Hj  oii  les  perpendi- 
culaires abaissées  de  l' orthocentre  H  sur  wD, ,  C0D2,  ojD.,  coupent 
respectivement  (oD, ,  wD.^,  oD^,  on  mène  des  parallèles  HiHj, 
HjH^,  HjH.,  à  Ow  fO  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  )  et 
qui  rencontrent  les  médiatrices  correspondantes  aux  points   H', , 

h:,  h;. 

Les  perpendiculaires  menées,  par  ces  points,  à  ces  mêmes  média- 
trices, concourent  en  un  même  point.  (Davidoglou.) 


2ô2 
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SOLUTION    ANALYTIQUE 

Soient  h"^,  hl,  h",  les  coordonnées  normales  absolues  de 
l'orthocentre  H.  L'équation  de  la  perpendiculaire  à  la  média- 
trice correspon- 
dant à  HÎ  et 
menée  par  ce 
point  est  visible- 
ment 


X  — 


ha  +  h" 


Les  équations 
des  deux  au- 
tres droites  sont 
de  même 


y  = 


fil, 


On  en  déduit 


J^ax  —  -  I-aha  -\ —  ^Lah'â  —  2pr, 
4  2 

la/?:  =  2S 


};,aha  =  6S        liùh'^  —  2S        pr  —  S, 
=  2S;     donc  les  droites  considérées  sont  concou- 


et 

d'oîi     Imx 
rantes. 

Autf^ement  (*).  —  La  solution  se  déduit  immédiatement  de 
l'examen  de  la  figure.  Menant  par  le  point  H  une  parallèle  à 
Oco,  on  voit  que  la  perpendiculaire  en  Hj  à  la  médiatrice  de 
BC   coupe  cette  parallèle  en  H'   tel  que   HH'  =  Oco, 

Il  en  est  de  même  des  deux  autres. 


(*)  Celte  solution  est  de  M.  L'IIuillikh. 
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QUESTION  687 

iliolution  par  M.  A.  Droz-Far.ny. 


Si,  dans  un  triangle,  le  triple  d'un  côté  égale  la  somme  des 
autres,  le  cercle  inscrit  est  tangent  au  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
ayant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  tiiangle  donné. 

(Davidoglou.) 

Représentons  par  I  et  I'  les  centres  des  deux  cercles  consi- 
dérés, par  /•  et  r'  leurs  rayons  et  par  G  le  centre  de  gravité. 
Le  triangle  donué  et  son  complémentaire  étant  en  homothétie 

inverse  avec  G  comme  centré  et  —  comme  rapport,  on  trouve 

que    I,  G,  r   sont  en  ligne  droite  et  que 

ir  =  -  IG        et        ;•  =  2r'. 

2 

Les  cercles  seront  donc  tangents  si  2!!'  —  r,  d'où  glG^  =  r^ 
Mais  on  sait  que   9IG"  =  p^  +  5r^  —  i6R/'. 
Pour  que  les  cercles  soient  tangents,  on  doit  donc  avoir  la 
relation 
jj^  =  4/-''  —  t6Rr  ~  o, 

Aabc        4S* 

P  P' 

ou  /}*  —  4abcp  —  4p{p  —  a){p  —  b)  (p  — c), 

ou  enfin 

p'^  =  ^abc  +  4(jt>  —  a)  {p  —  b)  {p  —  c)  —  o. 
On  constate  aisément  que  cette  expression  développée  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

(3a  —  b  —  c)  (36  —  a  —  c)  (3c  —  a  —  b)  =  o, 
relation  qui  prouve  lu  théorème  énoncé. 

QUESTIONS   PROPOSÉES 


781.  —  Trouver  Taire  du  triangle  formé  par  le  point  de 
rencontre  des  diagonales  et  les  points  de  rencontre  des  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  inscriptible.  —  Dans  quel  cas  l'aire 
de  ce  triangle  est-elle  équivalente  à  celle  du  quailrilatère? 

(E.-N.  Barisien.) 

782.  — On  donne  trois  droites  concourantes  lA,  13,  IC  de 
longueurs   a,  a',  a",   formant  des  angles   o>,  co',  w''.    Par  les 
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points  A,  B,  C,  on  mène  des  droites  respectivement  per- 
pendiculaires à  AI,  BI,  CI.  L'aire  S  du  triangle  formé  par  ces 
trois  droites  a  pour  expression 

(a  sin  co  4-  a'  sin  w'  +  a."  sin  w")''' 

S  —   : : y—. > 

2  sin  (0  sin  co  sin  m 

et  le  rayon  de  son  cercle  circonscrit  est 

a  siuo)  -I-  a'  sin  co'  +  a"  sin  co" 


R  = 


2  Sin  co  sm  co  sin  co 

(E.-IS.  Bariskn.) 

783.  —  Etant  donné  un  triangle  ABC  ,  on  décrit  les  trois 
cercles  de  centres  A,  B,  C  et  de  rayons  respectifs  p  —  a, 
p  -  b,p  -  c. 

1°  Si  pi  et  P2  désigueut  les  rayons  des  deux  cercles  tan- 
gents aux  trois  cercles  A,  B,  C,  et  si  r  est  le  rayon  du  cercle 
inscrit  à  ABC,   ou  a 

-L  +  l  =  l. 

Pi  P-i  '' 

2"  Les  tangenles  communes  à  ces  cercles,  cousidéi es  deux  à 
deux  forment  divers  triangles.  Le  triangle  formé  par  des  tan- 
gentes communes  extérieures  et  renfermant  les  cercles  A,  B,  Cen 
son  intérieur,  a  pour  expression  du  rayon  de  son  cercle  inscrit 

y//)  +  \/p  -  a  -h  \/p  -  b  -\-  \/p  -  c 
p  ^ (*) 


\/p  —  a       \/p  —  b       //j  —  c 

(E.-N.  Barisien.} 

ERRATUM 
Au  §  11,  jo.  "iiS  le  dernier  élément  de  la  première  colouneesl  4p; 
De  plus,  p.  2^4, /.  ^0,  dans  la  formule  qui  donne  A,  le  deuxième  fucleur 

du  numérateur  n'est  pas  p  --  i ,  mais    2  -  -  — • 


(*)  Les  diverses  combinaisons  de  signe  des  4  radicaux     \/p,\^P—  "1 
VP  —  b,  \Jp  —  c  donnent  les  huit  valeurs  des  rayons  des  cercles  in- 
scrits aux  huit  triangles  foimés  par  les  tangenles  communes  extérieures 
aux  cercles  A,  B,  G,  considérés  deux  à  deux. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE    CENTRALE   DES   CHEMINS  DE  FER 
IMPRIMERIE  CH.\IX,    RUE   BERGÈRE,    20,  PARIS.  —   197'26-10-96. 
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SUR  LES  CERCLES  BITANUENTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.  Tissot. 

(Suite,  voir  page  2'il.j 


18.  —  Appelons  a  la  demi-longueur  du  premier  axe,  b  la 
moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  d'une  de  ses 
extrémités  aux  foyers,   c  la  demi-distance  focale. 

Le  rayon  d'un  cercle  bitangent  est,  avec  la  moyenne  firoportion- 
nelle  entre  les  distances  de  son  centre  aux  foyers,  dans  le  rapport 
de  h   à  e. 

Les  lettres  de  la  figure  7  ayant  la  même  signification  que 
celles  de  la  figure  2,  abaissons,  des  foyers,  sur  la  tangente 
TU,  les  perpendiculaires  FQ,  F'Q',  et  joignons  leurs  pieds 
au  cenlre    0.    Les  triangles    FHQ,  OF'Q'    sont   semblables 

il' 


Q__^ 


T' 


Ficj.  7.      ^     ^ir 


r 


entre  eux.  ainsi  que  les  triangles  F'HQ',  OFQ,    et  l'on  a 

F'O'  FQ 

HQ  =  — ^  HF,     HQ'  =  —  HF'; 
c  c 

mais,  /•  désignant  le  rayon  du  cercle  bitangent,  on  a  aussi  [7] 

r*  ^  HQ.HQ'; 

il  vient  donc  r'' =- —  HF.HF'. 

Lorsque  la  conique  est  une  ellipse,  la  somme  HF  +  HF' 
étant  constante,  le  maximum  de  r  a  lieu  pour  HF  =  HF',  ce 
qui  donne  le  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre. 

Dans  la  parabole, le  rayon  d'un  cercle  bitangent  est  moyenne 
proportionnelle  entre  la  distance  de  son  centre  au  foyer  et  lo 
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double  du  paramètre.  En  effet,  ledit  rayon  forme  un  côté  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est 
double  de  cette  distance,  et  sa  projection  sur  cette  hypoté- 
nuse est  égale  au  paramètre. 

19.  —  Le  saillant  est  le  conjugué  harmonique  du  centre  du  cercle 
bitangent  par  rapport  aux  deux  foyers. 

Gela  résulte  de  ce  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  point 
d'une  conique  sont  bissectrices  des  angles  des  rayons  vecteurs 
de  ce  point. 

20.  —  La  droite  des  contacts  est  la  polaire  du  saillant  par  rap- 
port au  cercle  prirwipal. 

En  effet,  elle  est  déjà  la  polaire  du  saillant  par  rapport  au 
cercle  bitangent  et  par  rapport  à  la  conique.  Mais  le  cercle 
principal  est  lui-même  un  cercle  bitangent  ayant  le  premier 
axe  pour  droite  des  contacts.  Le  saillant,  qui  se  trouve  sur 
cet  axe,  aura  donc  même  polaire  par  rapport  au  cercle  prin- 
cipal que  par  rapport  à  la  conique  [1]. 

On  vient  de  voir  que  la  polaire  d'un  point  quelconque  du 
premier  axe  est  la  même  dans  le  cercle  principal  et  dans  la 
conique.  Or,  sur  le  premier  axe,  il  ne  peut  y  avoir  deux  couples 
de  points  jouissant  chacun  de  la  propriété  de  diviser  harmo- 
uiquement  et  le  diamètre  du  cercle  principal  et  celui  du  cercle 
bitangent.  Donc,  le  saillant  et  le  milieu  de  la  corde  des  contacts 
sont  les  seuls  points  de  cet  axe  qui  aient  même  polaire  dans 
le  cercle  bitangent  et  dans  la  conique.  Ainsi  se  trouve  com- 
plétée, pour  les  cercles  de  première  espèce,  la  démonstration 
du  §5. 

21 .  —  Les  distances  du  centre  d'un  cercle  bitangent  à  la  droite 
des  contacts,  et  du  centre  de  la  conique  au  saillant,  ont  pour  moyenne 
propoîiionnelle   h. 

Les  lettres  0,  F,  F',  H,  K,  L  (fig.  6')  couservant  la  signifi- 
cation que  uous  leur  avons  attribuée  jusqu'à  présent,  soit  de 
plus  S  le  saillant;  menons  HG  perpendiculaire  à  l'axe  jusqu'à 
sa  rencontre,  en  G,  avec  la  circonférence  décrite  sur  FF' 
comme  diamètre;  tirons  le  rayon  OG  et  SG,  qui  sera  tan- 
gent à  la  circonférence.  On  a 
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HF.HF'  =  HG^  =  OH.HS,  c>  =  OH.  OS, 

d'oti  l'on  conclut  [181 

,    HS 

mais,  dan8  le  triangle  rectangle   HLS,    ou  a  aussi 

r»  =  HK.HS; 
de  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  de   /-',    résulte 
HK.OS-6^ 
La  figure  S  sup- 
pose que  la  coni- 
que est  une  ellipse; 
pour  l'adapter   au 
cas  de  l'hyperbole, 
il  suffirait  d'y  rem- 
placer  la  lettre   S 
par  la  lettre  H,  et  réciproquement,  ce  qui  laisse  subsister 
la  démonstration. 

22.  —  Les  propriétés  des  trois  paragraphes  précédents  se 
trouvent  résumées  par  les  relations 
a*  _  6"  _  c«  _ 
~k  "  ^  ~~  Il  ~  '' 
dans  lesquelles   h,  k,  s  représentent  les  distances  du  centre 
de  la  conique  au  centre  du  cercle  bitangent,  à  la  corde  des 
contacts  et  au  saillant,  (/  la  distance  du  centre  du  cercle  à  la 
corde  des  contacts. 

Pour  la  parabole,  ces  propriétés  sont  remplacées  par  les 
suivantes  : 

Le  centre  d'un  cercle  bitangent  et  le  saillant  sont  équidis- 
tants  du  foyer. 

Le  milieu  de  la  corde  des  contacts  et  le  saillant  sont  équi- 
distants  du  sommet. 

La  distance  du  centre  a  la  corde  des  contacts  est  égale  au 
paramètre. 


23.  —  La  devii-longueur  de  la  coi^de  des  contacts  est  dans  le 
rapport  de  h  à  ja  avec  la  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances du  milieu  de  cette  corde  aux  sommets  de  l'axe  focal. 


2o8 
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Les  lettres  0,  H,  K,  L,  S  (fig.  9  et  10)  conservant  encore 
leurs  significations,  soient  A,  A'  les  deux  sommets. 

La  droite  KL  est  la  polaire  de  S  par  rapport  à  la  circon- 
férence décrite  sur  kk!  comme  diamètre  ['20].  Si  donc,  dans 


le  cas  de  l'ellipse  (fig.  9),  ou  mène  SE  tangente  à  cette  cir- 
conférence, le  point  de  contact  E  se  trouvera  sur  le  prolon- 
gement de  KL;  et  si,  dans  le  cas  de  l'hyperbole  (fig.  10),  on 
mène  la  tangente  par  le  point  K,  le  point  de  contact  devra  se 


A' 


0 


S  A 

Fig.  10. 

trouver  sur  la  perpendiculaire  SE  à   AA'.    Le  triangle  rec- 
tangle HLS   donne 

KL'  :=  HK.KS; 
mais,  par  le  triangle  OES,  daus  le  premier  cas,  ou,  dans  le 
steond,  par  le  triangle  OEK,  on  a 

KË'  =z  OK.KS; 
il  vient  donc 

1^-^       OK   "    a^  ^  ^'' 
or  KE   est  moyenne  proportionnelle  entre   KA   et  KA'. 

Dans  la  parabole,  la  demi-corde  des  contacts  est  moyenne 
proportionnelle  entre  la  distance  du  sommet  à  la  corde  et  le 
double  du  paramètre. 
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24.  —  La  distance  mutuelle  de  la  droite  des  contacts  et  de  la 
polaire  d'un  foyer  par  rapport  au  cercle  hitangent  est  la  même 
quel  que  soit  ce  cercle. 

Saos  faire  de  ligure,  mais  les  lettres  0,  F,  F',  H  et  K  étant 
prises  dans  la  luêrae  acception  que  précédemment,  appe- 
lons Z  le  point  où  la  polaire  de  F  par  rapport  au  cercle 
rencontre  l'axe.  On  aura    HF.HZ  =  r*, 

d'oîi  [18]  '  HZ  =  ^  HF'; 

mais  ou  a  aussi   :22i        HK  —  —  OH  ; 

il  vient  donc 

b^        HZ        HK       HZ  -  HK        KZ 


c-        H  F'       OH        H  F'-  UH  c 

d'où  KZ  ^  — . 

c 

Nous  avons  supposé  F  et  H  d'un  même  côté  du  centre  de 
la  conique;  s'ils  étaient  de  côtés  différents,  on  arriverait  au 
même  résultat  en  ajoutant  les  deux  rapports  terme  à  terme 
au  lieu  de  les  retrancher. 

Dans  la  parabole,  HZ  est  double  du  paramètre,  HK  est 
égal  au  paramètre,  donc  KZ    est  aussi  égal  au  paramètre. 

25.  —  Les  droites  des  contacts  d'une  conique  avec  un  cercle 
bitangent  et  avec  deux  tangentes  se  coupent  en  l'un  des  nœuds,  par 
rapport  à  leur  axe  radical,  des  circonférences  qui  ont  pour  diamètres 
les  cordes  interceptées  par  le  cercle  et  par  le  système  des  deux  tan- 
gentes sur  la  polaire,  par  rapport  au  cercle,  du  point  d' intersection 
de  ces  deux  tangentes. 

Soient  T  (fig.  11}  ce  dernier  point,  CD  et  UV  les  deux 
cordes,  Q  et  O.'  les  deux  nœuds;  ils  formeront  avec  C,  D 
et  aussi  avec  U,  V  deux  divisions  harmoniques,  de  sorte 
que  Tii'  sera  la  polaire  de  Q,  et  Tû  celle  de  ù.' ,  par  rapport 
au  cercle  et  aussi  par  rapport  aux  tangentes   TU,  TV. 

H  en  sera  de  même  par  rapport  à  la  conique  pour  l'un  de 
ces  deux  groupes  de  droite  et  de  point,  c'est-à-dire  que  si 
TQ'  n'est  pas  la  polaire  de  Q  i)ar  rapport  à  la  conique,  TQ 
sera  celle  de  il'.  En  effet,  appelons  FI,  Jl'  ces  deux  polaires. 
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0  et  A  les  droites  des  contacts  de  la  conique  avec  le  cercle 

et  avec  le  système  TU,  TV. 
Puisque  TQ'  est  la  polaire  de 
û  par  rapport  au  cercle,  elle 
rencontrera  0  au  même  point 
que  n  [4];  A  passera  aussi 
par  ce  point  (démonstration 
identique  à  celle  du  v^  4,  dans 
laquelle  le  cercle  peut  être 
remplacé  par  deux  droites  ou 
par  une  conique  quelconque). 
De  même,  si  n'  ne  se  con- 
fondait pas  avec  TO,  le  point 
d'intersection  de  0  et  A  de- 
vrait coïncider  avec  celui  de 
II'  et  TQ,  et  les  droites  0, 
A,  n,  rr,  TQ,  Tû'  devraient 
concourir  en  T,  ce  qui  est 
impossible.  Donc  la  polaire 
de  Q',  par  rapport  à  la  co- 
nique, est  bien  Tii.  Les 
droites  qui  doivent  concourir 
sont  maintenant  0,  A,  n  et 
Tû';  mais  11,  polaire  de  Q, 
doit  passer  par  le  pôle  de  TQ, 

c'est-à-dire  par   Q';    le  point  de  concours  sera  donc   Q'. 


Fifi.  11. 


V  26.  —  Pour  tous  les  points  de  la  conique  situés  entre  les  droites 
des  contacts  de  deux  cercles  bitangcnts,  Ja  somme  des  tangentes 
menées  à  ces  deux  cercles  est  la  même;  pour  les  auli-es,  c'est  la  dif- 
férence. Le  rapport  de  la  somme  ou  de  la  différence  constante  à  la 
dislance  mutuelle  des  deux  d?'oites  des  contacts  est  égal  à  l'excen- 
tricité. 

C'est  là    une  conséquence  immédiate  de  la  propriété  du 
§14. 

27.  —  L'axe  radical  de  deux  cercles  bitangents  est  équidistant 
des  deux  droites  des  contacts. 
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Le  plus  souvent,  cet  axe  radical  coupe  la  conique;  alors, 
pour  établir  la  proposition  énoncée,  il  suffit  d'appliquer  à  l'un 
des  points  d'intersection,  et  successivement  aux  deux  cercles, 
la  propriété  du  1:5  14.  Mais,  s'il  s'agissait  de  cercles  bitan- 
gents  à  deux  branches  différentes  de  la  même  hyperbole,  la 
démonstration  pourrait  se  trouver  en  défaut,  tandis  que  la 
suivante  convient  à  tous  les  cas. 

Menons  aux  deux  cercles  une  tangente  commune;  soient 
G,  C    (fig.  12)  los  points 

c 


où  elle  les  touche  M,  M' 
ceux  oîi  elle  rencontre  la 
conique,  et  U,  U'  ses 
intersections  avec  les 
droites    des    contacts; 


Fig.  12. 

abaissons,  sur  ces  dernières,  du  milieu  I  de  MM',   la  perpen- 
diculaire PP'. 

Les  rapports  de  IM  à  IP  et  à  IP'  étant  tous  deux  égaux 
à  l'excentricité  [17],  on  a  IP'  =  IP,  d'où  résulte  lU'  =  lU; 
mais,  chacune  des  deux  divisions  U,  M,  C,  M'  et  U',  M', 
C  M   étant  harmonique  [6],  on  a  aussi 

IC'.IU'  =  IM"'  =  IG.IU; 
l'égalité  de   lU'   h   lU  entraîne  donc  celle  de   IC   à   IC,    et 
l'axe  radical  des  deux  cercles  passe  par   I.  f.-i  suivre.) 


NOTICE  HISTORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE   LA   MESURE 
Par  M.  Aubry. 

[Suite,  voir  page  248.) 


XV.  —  La  surface  latérale  du  cône  est  égale  à  celle  d'un  cercle 
dont  le  rayon  est  moyen  pi'oporlionnel  entre  le  rayon  et  le  côté  du 
cône. 

Démonstration  identique  à  la  précédente. 

XIX,  XX,  XXL  —  Volumes  des  solides  de  révolution  pro- 
duits par  un  triangle  tournant  autour  d'une  droite  de  son 
plan  passant  par  un  sommet. 
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Soit  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  (fi g.  9), 
joignons  les  sommets  perpendiculairement  à 
un  même  diamètre  :  la  somme  des  cordes  ainsi 
obtenues  est  au  diamètre  comme  la  corde  TE 
à  AE.  (Voir  /.  E.,  1895,  p.  107.) 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerous  par 
II  le  polygoue  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion, par  P  le  solide  que  produit  II  en 
tournant  autour  du  diamètre  AT,  par  S 
et  .s-  les  sphères  circonscrites  à   P. 

XXV.  —  La  surface  de  P  est  égale  à  celle  du  cercle  A  do?it  le 
rayon  est  moyeyi  propoiHionnel  entre  kV  et  TE.  Conséquence 
de(XXH). 

XXVI.  XXXI.  —  La  surface  de  P  est  comprise  entre  quatre 
grands  cercles  de  S  et  quatre  grands  cercles  de  s.  Eu  ellet,  le 
rayon  du  cercle  A  (XXV)  est  compris  entre  AF  et  TE,  dia- 
mètres de   S  et  de  s. 

XXVI I.  —  Le  volume  de  P  est  égal  à  celui  d'un  cône  dont  la 
bise  égale  II  et  la  hauteur  égale  le  rayon  de  la  sphère  inscrite. 
Il  ajoute  les  solides  produits  par  la  révolution  des  triangles 
ESÀ,  ZSE,  BSZ,  etc.,  en  appliquant  (XIX),  (XX)  et  (XXI). 

XXVIII.  XXXIII.  —  Le  volume  de  P  est  conifjris  :  /^  entre 
quatre  fois  le  cône  ayant  un  grand  cercle  de  S  pour  base  et  son 
rayon  pour  hauteur,  et  2°  entre  quatre  fois  le  cône  ayant  pour  base 
et  pour  rayon,  un  grand  cercle  et  Je  rayon  de  s.  Conséquence 
de  (XXVII). 

XXIX.  —  La  surface  de  s  est  comprise  entre  ce'le  de  P  et  celle 
du  solide  p  inscrit  et  semblable  à  P.  Conséquence  de  (G). 

XXXV.  —  La  surface  de  la  sphère  est  équivalente  à  quatre  fois 

celle  d'un  grand  cercle.  Supposons  la  surfac3  de  s  plus  grande 

que  le  cercle  A  dont  lo  diamètre  égale  le  rayon  de  s.  Ou  peut 

poser,  d'après  (III), 

Surf,  s       B 
>  -• 
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Dans  s,  inscrivons  un  solide  p  semblable  à  P  :  les  deux 
polygones  générateurs  II,  7:,  peuvent  être  supposés  tels  qu'on 
ait  (IV) 

côté  n      B 

^")  _      ^ôIé7<Â' 

A   étant  égal  à  \/Br.  Or,  on  a 

surf.  P  _  n        B»  _  B       surf,  s 

surf,  p  ~  T  "^  Â^  ~  r  ^      A 

,    .        n       B  ,        ,  .  ,    ^ 

La  relation  —  <  —   est  absurde,  puisque   surf,  P  >  5   et 

surf,  p  <  A. 

Supposons  surf,  s  <  A,  et  posons  (a)  comme  tout  à  l'heure 

A  B 

et  en  outre — >  —  • 

surf,  s       r 

surf.P        n        B»       B  A 

On  aura —  =  —  <  t:  =  tt  < 


surf,  jo        7:        A*        r        surf,  s 
résultat  impossible  à  admettre,  puisque  surf.  P  >  A  (XXXI) 
surf,  p  <  surf.  s. 

XXXVI.  —  La  sphère  vaut  quatre  fois  le  cône  2,  dont  la  hau- 
teur égale  le  rayon  et  la  base  un  de  ses  grands  cercles.  Soit 

I         K 
s  >  2  et  posons  —  >  -rr  • 

Insérons  deux  moyens  arithmétiques,    I.  0,  entre   K  et  H, 

côté  II        K 
et  posons  — -— ; —  <  —  » 

côte  -        I 

P       K»        K        s 
on  aura  ^*)  _  =  _<_<_, 

relation  impossible,  puisque   P  >  s  et  jw  <  Z  (XXVIII, ) 

(•)  ArchimèJe  renvoie,  pour  la  démonstration  de  Tinégalilé  77<  tt' 

à  des  lemme>  qui  ne  sont  pas  parvenus  jusqu'à  nous.  Ou  peut  y  suppléer 
ainsi  :   K,  I  0,  II    étant  en  progression  arithmétique  décroissante,  on  a 
K        K         Kl  K    ,0 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre,  liné.i^alité  en  question. 

L'inégalité  d'Archimède  revient  à    (r  -{-a;)*>  i   -p  3x.  On  peut  donc 
attribuer  son  nom  à  l'importante  relation  (i  -j-  x)'*  >  i  -r  nx. 

JOUR.NAL   DE   MAÏH.  ÉLLM.  —  18%.  12. 
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Soit  «  <  s   et  posons   rr  <  —  et  le  reste  comme  tout  a 


l'heure.  On  a 


P 


K»        K        S 
P~  "^  H  *^  7 


conclusion  fausse,  puisque  p  <  s   et  P  >  S  (XXXIII). 

XXXVII.  —  La  surface  d'une  sphère  vaut  les  deux  tiers  de  celle 
du  cylindre  circonscrit,  et  son  volume  également  les  deux  tiers  de 
celui  du  même  cylindre.  Cette  relation  parut  si  belle  à  Archi- 
mëde,  tant  pour  elle-même  que  par  la  manière  dont  il  l'avait 
trouvée,  qu'il  ordonna  que  la  ligure  d'une  sphère  dans  un 
cylindre  fût  gravée  sur  son  tombeau,  circonstance  qui  permit 
à  Gicéron,  cent  cinquaiite  plus  tard,  de  le  retrouver. 

Archimède  donne  ensuite  des  théorèmes  analogues  relatifs 
aux  portions  de  la  sphère. 

Il  a  encore  appliqué  la  même  méthode  à  la  mesure  du  cercle, 
de  l'ellipse  et  de  la  parabole.  Voici  sa  démonstration  pour  le 
cercle. 

Un  cercle  N  est  égal  à  un  triangle  rectangle  E  dont  les  côtés 
so?it  égaux  i^espectivement  à  la  circonférence  et  au  rayon  de   N 

(fig.  10).  Supposons  d'abord  le 
cercle  plus  grand  que  E;  inscrivons 
des  polygones  réguliers  de  quatre, 
huit,  seize...  côtés,  jusqu'à  ce  que 
l'excès  du  cercle  sur  le  polygone 
soit  plus  petit  que  celui  du  cercle 
sur  E  :  le  polygone  est  plus  grand 
que  E,  conclusion  inadmissible, 
puisque  le  périmètre  et  l'apothème 
du  premier  sont  respeclivemcntplus 
petits  que  les  côtés  du  second. 

Fig.  10. 


Supposons  N  <  E;  circonscrivons  des  polygones  réguliers 
de  quatre,  huit,  seize...  côtés  jusqu'à  ce  que  l'excès  du  poly- 
gone sur  le  cercle  N   soit  plus  petit  que  celui  de  E  sur  N. 
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On  en  conclura  que  le  polygone  est  plus  petit  que  E,  ce  qui 
est  absurde,  puisque  l'apothème  du  polygone  étant  égal  au  petit 
côté  do    E,    le  périmètre  est  plus  grand  que  le  grand  côlé. 


Fig.  ^^. 


Voici  maintenant  pour  l'ellipse.  L'ellipse  BA  (fig.  11)  est  au 
cercle  EA  comme  BA  à  AA.   En  ^ 

effet  écrivons 

cercle  W        BA 
cercle  AT       AA 
et  supposons  d'abord   W  >  eli. 
Inscrivons  dans  le  cercle  et  dans 
Tellipse  deux  polygones  ayant    ^ 
un  nombre  pair  de  côtés  et  tels  que  le  polygone  semblable 
inscrit  dans   W  soit  plus  grand  ({ue  l'ellipse.  On  aurait 
pol.  BA  _  BA  _   pol.  y 
pol.  Ea  ~  Ea  ~  j.oI.Ea' 
ce  qui  donnerait  l'égalité  pol.  W  =  pol.  BA  contraire  à  l'hy- 
pothèse. 

Supposons  W  <  cil.  On  inscrira  dans  l'ellipse  un  polygone 
>  W  et  on  en  tirera  de  même  cette  conclusion  absurde  que  le 
polygone  semblable  inscrit  à  W  serait  égal  au  polygone  BA. 

Archimède  a  quarré  le  parabole  de  doux  manières  diffé- 

^  rentes;  la  seconde  ayant 
plus  de  rapport  avec  les 
méthodes  précédentes, 
nous  allons  la  présenter 
d'abord. 

Soit  le  segment  para- 
bolique ABr  (fig.  12) 
dont  AB  est  le  dia- 
mètre. Par  les  milieux 
de  AA,  AT,  on  mène 
des  parallèles  à  AB , 
lesquelles  déterminent 
deux  triangles  AZB , 
A  B  A  -^  I"  BHr,  qui  ensemble  sont 

égaux  au  quart  du  triangle  ABr  ;parles  milieux  de  AE,  EA,... 
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on  mènera  d'autres  parallèles,  qui  formeront  d'aulres  triangles 
égaux  ensemble  au  quart  de  la  somme  des  deux  premiers,  et 
ainsi  de  suite. 

Soit  K  une  surface  égale  aux  quatre  tiers  du  triangle  ABr  : 
le  segment  parabolique  est  égal  à  K.  En  effet,  supposons  le 
triangle  plus  grand  que  K.  Inscrivons  des  triangles  comme 
il  a  été  dit  jusqu'à  ce  que  l'excès  du  segment  sur  le  polygone 
soit  plus  pelit  que  celui  du  segment  sur  K.  Or,  la  somme 
d'une  suite  de  termes  dont  chacun  est  le  quart  du  précédent 
est  plus  petite  que  les  quatre  tiers  du  plus  grand  (J.  E.  1894, 
p.  oO).  Il  y  a  donc  contradiction. 

On  démontre  par  le  même  moyen  que  le  segment  ne  peut 
être  plus  petit  que   K  (*). 

Voici  la  première  démonstration  qui  se  rattache  à  la  deuxième 
méthode  d'Archimède,  et  qui  a  été  probablement  l'achemine- 
ment à  celle-ci. 

Soit  le  segment  BF  (fîg.  43).  Menons  les  diamètres  équi- 
dislauts   BA,  M*,  N^,  ET,  Dï,    et  la  tangente  Al^  :   il  fait 

voir  que  les  lon- 
gueurs BE,EH, 
HI,IK,  KA  sont 
égales,  et  que  le 
triangle  BAT  est 
plus  pelit  que 
trois  fois  la 
somme  des  tra- 
pèzes ou  triangles  BZ,  MP,  N0,  30,  nsr,  et  plus  grand  que 
trois  fois   la   somme    des    trapèzes   ou  triangles    ZN ,    SP, 

en,  roii. 

Admettons  que  le  segment  soit  plus  grand  que  le  tiers  Z 
du  triangle  BAT;  supposons  que  le  triangle  BTE  soit  plus 
petit  que  l'excès  du  segment  sur  Z  :  Z  et  le  triangle  BrE 
sont  ensemble  plus  petits  que  le  segment.  Or,  la  somme  des 
trapèzes  ou  triangles  ME,  4>A,  0P,  00,  FUS   est  égale  au 


Fifl.  13. 


(*)  On  peut  aussi,  comme  Torricelli  et  G.  de  Saint-Yince-m,  considérer 
le  triangle  circonscrit  AôF  et  en  retrancher  successivement  le  triangle  iix, 
qui  en  est  le  quart,  les  triangles  a/e,  Ory,  qui  sont  chacun  le  quart  du 
triangle  i^x,   et  ainsi  de  suite. 
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Iriangle  BFE,  donc  Z  est  plus  petit  que  la  somme  des  tra- 
pèzes ou  triangles  MA,  ZP,  110,  riOF,  conclusion  contraire 
à  ce  qui  a  d'abord  été  établi  :  la  supposition  est  donc  fausse. 
L'impossibilité  de  la  supposition  contraire  se  démontre  de 
même.  (A  suivre.) 


BACCALAUREATS 

(Session  d'avril  1896.) 


Académie  de  Lyon. 

Questions  au  choix  : 

1"  Progressions  géométriques; 

2'  l'^ractions  décimales  périodiques  ; 

3°  l-'taut  donnée  une  fracliou  périodique  mixte,  rclrouvcr  la  fraction 
ordinaire  qui  lui  a  donné  naissance. 

Problème.  — On  donne  l'angle  O  et  le  côté  AO;  du  point  A  nn  abaisse 
sur  OB  une  perpendiculaire  AB,  puis  une  perpendiculaire  BB'  sur  OA, 
ci  ainsi  de  suite.  Ou  demande  la  limite  de  la  somme  de  ces  perpendicu- 
laires AB,  BB',  B'B",  B"B'",  etc. 

Angle  0  --=-■  Sy  40'  42";      OA  =  28  m.  -jb. 

Académie  de  Montpellier. 

Calculer  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle,  sachant  que  les  côtés  sont 
eu  progression  arithmétique,  et  connaissant  l'angle  oppose  au  côté  moyen, 
et  la  surface  du  triangle.  —  Discuter  le  problème. 

Académie  de  Nancy. 

Questions  au  choix: 

1°  Connaissant  le  volume  du  parallélépipède  rectangle,  trouver  celui 
d'un  parallélépipède  quelconque. 

2"  Connaissant  le  volume  du  tronc  de  pyramide  triangulaire,  trouver 
celui  d'un  tronc  de  pyramide  quelconque; 

iJ"  Trouver  le  volume  engendré  par  un  segment  circulaire  tournant 
autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface,  connaissant  la  corde  du 
segment  et  la  projection  de  cette  corde  sur  l'axe. 

l'rohlcme.  —  On  considère  un  segment  circulaire  ACB,  appartenant  à 
nn  cercle  de  rayon  donne  H  :  calculer  la  curde  Ali  do  ce  sc^'menl, 
sachant  que  la  son.nic  AB  -  n.  CD  esst  égale  à  uH,  ;/  désignant  uu 
nombre  aonné  quelconque,  et  CD  étant  la  dislance  du  milieu  C  de  l'arc 
à  la  cordi;.  Indiquer  le  nombre  des  solutions,  suivant  la  valeur  attribuée 
à  n.  Interpréter  las  solulio.^.s  négatives. 


278  JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

Académie  de  Poitiers. 

Questions  au  choix  : 

1"  Réduction  à  deux  forces  d'un  système  de  forces  appliquées  à  ua 
corps  solide; 

2°  Composition  d'un  système  de  forces  parallèles.  Centre  de  ces  forces. 
Centre  de  gravité; 

3'  Composition  et  décomposition  des  couples. 

Problème.  —  Étudier  les  variations  de  la  fonction  : 

2X-  —  X  —  3 

Académie  de  Rennes. 

Qves lions  au  choix: 

1°  Établir  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  polynôme 
entier,  rationnel  par  rapport  à  x,  soit  divisible  par  x  —  a; 

2"  Trouver  la  somme  et  la  somme  des  carrés  des  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique.  Application  aux  n  premiers  nombres  impairs. 

3>  Maximum  d'un  produit  de  facteurs  positifs  dont  la  somme  a  est 
constante.  Cas  où  ces  facteurs  sont  aQ'ectés  d'exposants  entiers  ou 
positifs. 

Problème.  —  On  donne  une  circonférence  de  r.iyon  R  et  le  diamètre  AB  ; 
par  Je  centre  0,  mener  un  rayon  OM,  tel  que  le  volume  engendré  par 
le  secteur  circulaire  MOA  égale  m  fois  le  volume  engendre  par  le 
triangle   0MB. 

Académie  de  Toulouse. 

Premier  problème.  —  A  et  B  sont  deux  points  situés  sur  un  même 
diamètre  d'un  cercle  O.  On  mène  par  A  une  corde  PQ  dont  on  joint  les 
extrémités  P  et  Q  au  point  B.  Étudier  les  variations  de  l'aire  du  triangle  BPn 
quand  la  corde  PQ  tourne  autour  du  point  A.  (Le  point  A  est  inlérieur 
au  cercle.) 

Deuxième  problème.  —  Calculer,  à  un  millimètre  près,  le  côté  d'un  poly- 
gone régulier  convexe  de  douze  côtés  dont  la  surface  esl  égale  à  27  mètres 
carrés  3  décimètres  carrés. 


QUESTION  681 

isolation  par  M.  Ernest  Foucart. 

Par  le  sommet   0,    d'un  rectangle   OABC,   on  mène  une  droite 
variable    A    (jui  coupe  la  diagonale  AG  en  P    et  le  côté  AB  en  Pj. 

Le  lieu  du  point   Q,    i'itersection  des  parallèles  à   AB   et   BC 
menées  respectivement  par   P  et  P, ,   est  une  hyperbole. 

(Davidoglou.) 
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Prolongeons  CO  d'une  longueur  00'  =  CO;  PQ  rencontre 
en  F  la  parallèle  à  OA  menée  par  et 
en   D   la  droite    OA.O'   Soit   OA  ==  a 
OG  =  AB  =  6. 
a-QE_DA_PÂ_  P^ 

"~  PC  ~  "œ 


QE 


OU 


QF  -  6 


c 

B 

O 

"^^^--^     0 

A 

<C. 

D 

o' 

T 

d'où  QE.QF  =  ah. 

Le  lieu   de     Q     est   une   hyperbole  équilalèro   admettant 
O'C,  O'F   pour  asymptotes. 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Droz-Farny,  Goyens,  L'IIuillibr. 


QUESTION  684 

Solution  pax  M.  Plaehowo. 


Si  a  =  i  o",   on  a 
cotgoi.cotg  ia.cotg  Sx.cotg  yx  =  tg  2'i.tg  ^cn.tg  ôa.tgSx. 

(Jorge-F.  d'Avillez.) 

Si  a  :r^  10°,  alors  tg  8a  =  cotg  a,  les  angles  étant  com- 
plémentaires; tgôa  =  cotg  3a  pour  la  même  raison;  tg4a 
=  cotg  5a,  le  2a  =  cotg  7a.  Multiplions  ces  égalités  membre 
à  membre,  et  nous  aurons  l'égalité  demandée. 

Autrement.  —  Voici  h  solution  de  M.  Jorge  d'AviLLEZ,  qui 
prend  pour  bases  des  égalités  utiles  à  connaître  et  condui- 
sant à  des  exercices  intéressants. 

D'après  une  remarque  de  Lindmann  (*),  on  a 


(1) 


sin  20°.sin  4o°.sin  6o*'.sin  80"  =  -^> 


COS  2O°.C0S4O°.C08  ôo^.cos  80° 


I 

lO 


'•)  Voir  Lindmann  :  Nouvelles  Annales  de  Mdlhcmatiques,  queslioQ  bl3,  et 
aussi  DuiANT,  môme  journal,  pages  383,  471  (année  1867). 
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Nous  aurons  donc,  en  supposant   a  =  lo", 

COS  a .  COS  :;  a  ,  COS  5  a .  COS  la.  —  ■» 

10 

o  .  .....  3 

3sin  a.sm  oix.siu  oa.sin  ja.  =  — ; 

10 

d'où  l'on  voit  que 

(1)  COtga.cotg  3a.cotg  Sa.cotgya  =  3. 
Les  égalités  (1)  donnent 

jôsin  2a.sin  4a.siu  ba.sin  8a  ~  3, 
et  48  COS  2a,cos  4X.C0S  ôx.cos  8x  =:  3  ; 

et,  par  suite, 

(2)  tg  2a.tg4a.tg  6a.tg  Sa  ==  3. 

La  comparaison  des  égalités  (1),  (•2)  conduit  à  l'égalité  pro- 
posée. 

Nota.  —  M.  Angel  Bozal  Obejero,  professeur  à  l'Institut  de  Bilbao,  nous 
a  adressé  une  solution  analogue  à  celle  de  M.  Plakhowo. 


QUESTION  686 

Siolution  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Les  perpendiculaiî'es  élevées  en    a,    p,   y,    sur    les  côtés   du 

triangle    a(i-(,    triangle  orthique  de    ABC,    interceptent  sur  les 

côtés   BC,  CA,  AB   des  segments  x,  y,  z,  tels  que 

a  —  X       b— y       c  —  z 

h  ■ ~  -1 —  I. 

a-i-x       b+y       c+z  (Davidoglou.) 

Les  perpendiculaires  élevées  eu  p  et  y  sur  le  côté  |3y  ren- 
contrent BG   en   fi'  et  y'  de  manière  que  œ  =  p'y'. 

Le  côté   py   forme  avec   BG  un  angle  égal  h  B  ~  G,  donc 

j3y  =  £c  COS  (B  —  G).    Le  triangle   ASy  est  semblable  à  ABG, 

le  rapport  de  similitude  étant  cos  A;    donc  [iy  —  a  cosA   et 

a  COS  (B  4-  G) 

par  conséquent    x  =  —  ■ ri rr-^' 

^  ^  cos  (B  -  G) 

xn  0,—x     xn  cos(B  — G)  +  cos  (B  +  U)       v^       ,   „ 

>  =>   TTT-TT r5--r-^  Z  cotgB.cotgG=i. 

^  a-hx     -^  cos(B-G)-co3(B4-C)      ^^        ^  » 
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QUESTION  688 

Slolution  par  M.  Goyens. 


Démontrer  que  si  l'on  a  : 

(1)  f/oLcotgfi  —  I, 

(2)  /^(B-a)  =  ^. 


(3) 


on  a  aussi 


tg  (g  -  45°)  ^  a  ^ 
tg  oi  -h  cotg  a        c 
-  (b  —  C)"  c 


a''^  —  ib  —  c)'^        2  (b  —  c) 


Ces  égalités  peuvent  s'écrire  : 

(4)  tg"-  a  =  ig  j3. 

/.jv  tg  3  -  tg  a  a 


I   -h  tg  6  tg  a        h 


(Q)  (tgg  -   0  tgg         ^  a 

^  (tga+  I)(tg»a+    I)         c' 

Remplaçant  dans  (o)  tg  8  par  tg^  a,  il  vient: 
tg"  a  —  tg  a       a 


I   -4-  tg'  a  b 


.g.  (tS  a  -   l)  tga  a 


—  » 


(tga  +  l)(tg»a  4-   l)         C 

OU  encore  : 

(9)  —  a  tg""  a  +  6  tg*  7.  —  6  tg  a  —  a  =  o. 

(10)  —  a  tg-""  a  —  (a  —  c)  tg'*  a  —  (a  4-  c)  tg  a  —  a  r^  o. 

Soustra;yant  membre  à  membre  (10)  de  (9),  ou  trouve  : 

b  —  c  —  a  tg  a  —  I  a 

te:  a  =  '. — —  •         ou 


b  —  c  +  a  tgoc+i        r  —  b 

et  par  suite 

(H)  tg*  g  +  I  ^  fl'  4-  {b  -  cY 

^  2  tg  g  (b  —  C)*  —  a'  ' 

D'ailleurs  (7)  et  (S)  donnent  par  division  : 
tg*  g  -»-  I  c 

'ig*  -/  -  tg  a  4-  I  ~  6' 
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d'où 

tg"  a  +   I  e 


^  tg  a  C   -  b 

Comparant  (M),  (1^),  on  a  le  résultat  demandé. 

Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  Barisien. 


QUESTION  689 

Soliitiou  par  M.  A.  Droz-Farny. 


On  donne  une  sphère,  une  de  ses  cordes  et  un  point  arbitraire  0 
sur  cette  corde.  Par  ab,  on  mène  un  plan  quelconque  qui  coupe  la 
sphère  suivant  le  petit  cercle  G. 

Démontrer  qu'on  peut  inscrire  dans  G  une  infinité  de  triangles 
qui  soient  en  même  temps  circonscrits  à  un  cercle  de  centre  0.    Si 

1 ,  m ,  n  sont  les  côtés  d'un  de  ces  triangles,  faire  voir  que  . — h ,—  H 

Im     In     mn 

est  constant,  quel  que  soit  le  triangle  et  quel  que  soit  le  plan  mené 

par  ab.  (Mannheim.) 

Menons  par  ab  et  dans  un  plan  quelconque  une  circonfé- 
rence de  rayon  R.  Le  point  0  étant  situé  entre  aetb,  décri- 
vons de  0  comme  centre  une  circonférence  de  rayon  r  calculé 
par  la  relation  d'Euler  GO^  =  R^  _  2Rr,  Il  existera  une 
infinité  de  triangles  inscrits  dans   G   et  circonscrits  à  0. 

On  a 

2S 

I       l  +  m  +  n         r  I  I  i 


1 


const. 


hn  Imn  4RS      2Rr      R»  -  GO'      Oa.Ob 

Le  théorème  de  M.  Mannheim  est  valable  pour  un  cercle 
quelconque  passant  par  ab. 
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QUESTION  690 

Solution  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  inscrit  datis  l'angle  A  les 
deux  cercles  qui  sont  tangents  à  la  fois  aux  côtés  de  l'angle  et  au 
cercle  inscrit  du  triangle  ABC  ;  on  inscrit  de  même  les  deux 
cercles  qui  sont  tangents  à  la  fois  aux  côtés  de  l'angle  et  au  cercle 
ex-inscrit  dans  l'angle  A.  En  agissant  aum  pour  les  angles  B 
et  G  ,  on  trace  douze  cercles  dont  le  produit  des  rayons  est  égal  à 
la  quatrième  puissance  du  produit  du  rayon  du  cercle  inscrit  mul- 
tiplié par  l'aire  du  triangle  ABC . 

(E.-N.  Barisien.) 

Soient   p',  p"  les  rayons,  I',  F  les  centres  des  deux  cercles 

tangents  à  la  fois  aux  côtés  de  l'angle   A  et  au  cercle  inscrit 

dans  le  triangle  ABC.   On  a 

r  :  ?'  =  AI  :  AI'  ; 

r  -  p'       r  -h  p'       (r  +  p')     .A 

delà,  =  — — -^  —  '—  sm  —  » 

r  Al  ;•  2 


d'où 


r 


(i  -sin^) 


.     A 
I  -+■  sin  — 

2 


r(i  -h  sin  — j 

de  même     p"  =   —   ;     donc     p'p'  =  r». 

I  —  sin  — 

2 

On  trouverait  de  même  pour  les  deux  cercles  tangents  au 
cercle  ex-inscrit  dans  l'angle   A  :    p,p,  =  r]. 

On  a  donc,  pour  le  produit  total, 

TT  =  r'rjrlrl  =  r^.r^r^ir'iri. 
Or,  rr^r^r,  ^  S% 

et  par  conséquent        tt  =  r*S*  =  (^'S)*. 
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Autrement.  —  On  voit  immédiatemeut  que  les  cercles   (!') 

et  (I")  sont 
inverses  par 
rapport  au 
point  A,  la 
puissance 
d'inversion 
étant  égale 
à  la  puis- 
sance de  A 
par  rapport  au  cercle  inscrit  (I).  On  en  conclut  Ap^  =  Ap'.  Ap". 


A|3     '  '         '         AB     "^  ' 
d'où  û'p"  c=  r\ 

On  aurait  pour  les  cercles  correspondants  au  cercle  ex- 
inscrit dans  l'aasrle   A 


Par  suite,  le  produit  des  douze  rayons  est  égal  à 


^.6;.2,.2^2  ^  r\rr,,r,r,.)^  ^  (rS)*. 


Noia.  —  Autre  solution  par  M.  E.  Forr.AitT. 


QUESTION  691 

.Solution  par  M.  H.  L'Hvillier. 


Par  le  point  I,  centre  du  cercle  insant  dans  vu  triangle  ABC, 
on  mène  une  droite  parallèle  à  BC,  qui  rencontre  AG  en  W  et 
AB  en  Q.'  ;  par  le  même  point  I,  on  mène  une  parallèle  à  AG 
qui  rencontre  ^G  en  A'  et  AB  en  G",  jjuis  une  parallèle  à  AB 
qui  rencontre  BC  en  A",  et  AG  en  B'. 
i  •*  Démontrer  les  relations 

lAMA"  _  IBMB'^  _  IG\IG" 

BG       ~      AG      ~      AB 
lA.IBMG'  =  A'A'  .B'B".G'C". 
2"»  Évaluer  Vaire  du  Irionr/le  formé  par  les  droites  A'B",  A"C' 
B'G".  Dans  quel  cas  cette  aire  est-elle  égale  à  celle  du  triangle  ABC? 
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28o 


3'^  On  considère  le  cercle  de  rayon   r,   tangent  en  B'  et   C"  aux 

côtés  AG  et   AB,    le  cercle  de  rayon   r^  tangent  en  C  et  A."  aux 

côtés  AB  et  BC,    et  le  crcle  de  ?'ayon  r^  tangent  en  A'  et  B"  aux 

côtés  BG  et  AG.   Démontrer  la  relation 


r.r,r. 


2R=' 


R ,  r  e^  p  désignant,  respectivement,  les  rayons  du  cercle  circonscrit 
et  du  cercle  inscrit,  et  le  demi-périmètre.         (E.-N.  Barisien.) 


Galculons  A'A" 


On  a   A'A"  =  —  a, 
ha 


d'ailleurs   zpr  =  ha  a, 


1°  Les  triangles  semblables   lA'A" 


lA/ 
b 


lA" 

c 


A'A" 


et  ABG  donnent 
lAMA"       abc 

2p 


On  aurait  de  même 


lA'.IBMG'  =  A'A".B'B".C'G". 


Ou  a      lA' 

par  suite 

2"  Les  figures 
lA'GB",  IB'AG", 
IG'BA"  sont  dos 
losanges,  donc  les 
droites  A'B",  B'G", 
G'A",  sont  parallèles 
auxbissectrices  exté- 
rieures du  triangle 
ABG.  Le  triangle 
formé  par  ces  bissec- 
trices est  homothé- 
tique  au  triangle  des 
trois  droites,  le  rap- 
port d'iioniothétie 
étant  égal  à  2  .  (Jr, 
la  surface  du  triangle  des  bissectrices  est  égale  à 

I  II 

s  +      ar„  +      br,,  4-  -  cr,., 
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S  étant  l'aire  de   ABC,    Va,  r^,,  Vc,   les  rayons  des  cercles  ex- 
inscrits. On  a  d'ailleurs 

s  ^  ip  -  a)ra  ^  (p  -  b]rb  —  {p  —  c)rc 
et  la  surface  du  triangle  considéré  est  égale  à 
s 


4 


I  + 


b  -h  c  —  a       c  -h  a  —  b       a  -\-  b  —  c 


Pour  qu'elle  soit  égale  à  la  surface  s,  il  faut  que  l'on  ait 

a  b  c  „ 

7 ■+-  r  H 7 =  3. 

b  -h  c  —  a       c  +  a  —  b       a  +  b  —  c 

Cette  expression  s'écrit 

{a  +  b  —  c){a—  by-\-{b+c  —  a){b—cy  +  {c  +  a  —  b){c—aY—  c 

les  coefficients  des  carrés  étant  positifs,  on  doit  avoir 

a  ~  b  =  c, 

le  triangle  est  équilatéral. 

3-Ooa    !:•=     IC"  -••         '^"  '■•         I"^' 


r       p  —  a  r        p  —  b  r       p  —  c 

d'où 

)\?\r,  LVMBMC"  Â'A".B'B".G'G" 


r3  (p  —  a)ip  —  b){p  —  c)      [p  —  a){p  —  b){p  —  c)  ' 

remplaçant  A'A",  B'B",  C'G"  par  leurs  valeurs,  on  a 

7\t\rs  _  a^'b^'c^ 

r»      ~  Sp%p  -  a)(p  -  b)(p  -  c)' 

Mais  *■  ^  ~R  '   ^'  ^  ^^^^  ~  ^^^^  -  ^)(P  -  <^)' 

Nola.  —  M.  Droz-Farny  nous  a  envoyé  une  solution  trigonométrique,  très 
élégante,  de  cette  question. 


QUESTION  692 

(Solution  par  M.  L'Huilliek. 


Éliminer  (f  entre  les  deux  équations 
(1)  „_  i+sin<f 


sin(f  4-  co.s'f  ■+■  si7i<fC0S(f 

I  +  cos  9 
sin  cp  -h  cos  9  4-  sin  9  cos  9 


(2)  y  -  ■...     .   L:  "^  L    ,„    ■  (G-L.) 
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Divisant  membre  à  membre,  on  a 

I  -f-  sin  cp        i  4-  C03  9 

^       '  ~         y         ~    ' 
Portant  dans  l'une  des  équations  données  et  dans  la  relation 
sin*  <p  +  cos*  cp  =  I ,     on  a  les  deux  équations 
t^xy  —  l  -r-  i  =  o 

t'^ix"^  +  y^)  —  2t{x  +  y)  +  I  =  o, 
dont  le  résultant  est 
fx*  +  ?/*  4-  xyy  -h  [.c*  4-  y*  —  2xy  {x  -(-  y)]  [2{x  +  y)  4-  ij  =  o. 

Nota.  —  Une  erreur  de  transcription  a  été  la  cause  que  la  question  pro- 
posée est  sans  intérêt,  se   réduisant  à   un  calcul  banal.  J'avais  voulu 
mettre   2  sin  ?  cos  ?  au  dénominateur,  au  lieu  de  sin  :p  cos  9. 
Ainsi  modifiées,  les  relations  proposées  donnent  immédiatement 
xcosç  4-  y  sin  3  =  i. 
X  cos  Y  —  y  sin  cp  =  y  —  x. 
Ajoutant  et  retranchant,  on  a 

2x  cos  9  =  1/  —  X  -X-  I , 
Finalement  2y  sin  ç  —  x  —  y-\-  i . 

.2 


/y-^r-t-i\2         /x  —  y-{-  i\2 
V        :x        )     '"i        2y        ) 


Celte  forme  donnée  au  résultant  est  intéressante;  en  etfet,  si  l'on  veut 
construire  la  courbe  uaicuisale  correspondant  aux  équations  proposées, 
on  obtient  des  séparations  du  plan  en  régions  qui  facilitent  singu- 
lièrement la  discussion.  G.  L. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


/ 

784.  —  On  considère  dans  un  quadrilatère  inscriptible  à 
un  cercle,  les  quatre  triangles  formés  paries  côtés  du  quadri- 
latère pris  3  à  3.  Ou  sait  que  les  orlhocentres  de  ces  quatre 
triangles  sont  en  ligne  droite;  démontrer  que  cette  droite 
passe  par  le  point  de  rencoutro  dos  diagonales  du  quadrilatère. 

(E.-N.  Barisien.) 

785.  —  Pour  quelle  valeur  de  x  l'expression 

v/2a  —  x(^x  ■+■  \/ 2a  -H  x) 
est-elle  rationnelle?  {G.  L.) 
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786.  —  Calculer  le  côté  du  triangle  équilatécal  dont  les 
sommets  sont  situés  sur  les  circonférences  concentriques 
ayant  pour  rayons   /\  ,  i\  ,  r, . 

(Le  problème  est  possible,  si  l'on  a   7*3  <  }\  +  i\. 

(Svechideo/f.) 

787.  —  Par  le  point  0,  situé  sur  la  base  du  triangle  isos- 
cèle  ABC,  on  mène  la  sécante  DE,  qui  coupe  les  côtés  AB 
et  BG  en  des  points  D  et  E.  Des  points  D  et  E  on  abaisse 
les  perpendiculaires   DX  et  EY   sur  la  base  AC. 

_,        .  AO       GO 

Démontrer  que  ÔX  +  ÔY  ^  ^-  (SvechnicofT.) 

788.  —  Par  les  sommets   A  et  A'    de  l'ellipse  V,   on  mène 

les  droites  AN   et  AN'  perpendiculaires  à  l'axe  local.  Par  un 

point  M  de  r  on  mène  la  tangente  à  cette  courbe  jusqu'à  sa 

rencontre  avec  les  droites   AN   et  A'N'    en  dos  points  B  et  B'. 

De  ces  points,  on  élève  des  perpendiculaires  à  la  tangente. 

Soient  X  et  X'  les  points  d'intersection  de  ces  perpendicu- 

I  I  2 

laires  avec  l'axe  focal.  Démontrer  que     -— r  —  — — -,  —  ±  -■, 

AX       A  X  p 

si  l'on  désigne  par  p   le  demi-paramètre  de  l'ellipse. 

(Svechnico/f.) 


NOTE 

Le  journal  paraîtra  désormais  le  1"  de  chaque  mois. 

En  remerciant  ici  mes  correspondants  de  tout  l'intérêt  qu'ils  ne  cessent 
de  porter  à  celle  publication,  je  les  prie  de  m'envoyer  le  plus  tôt  qu'ils  le 
pourront  les  solutions  des  questions  proposées. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 
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